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Capitulo 1.

|ntroduccion general.

Estudio sobrela
naturaleza delaonda Lg

Si se busca la definicion de onda Lg en los textos clasicos de sismol ogia,
se puede encontrar la definicion siguiente: “Ondas canalizadas que se
propagan a través de largos caminos continentales dentro de la capa
granitica o intermedia de la corteza. Pueden coincidir con los modos
superiores de propagacion de las ondas superficiales.”

Lo gue es evidente para esta fase, y se puede asegurar, es que suele ser la
fase de mayor amplitud en los sismogramas regionales para trayectorias
continentales y que su velocidad, tiene un valor esencialmente igual a la
velocidad de las ondas de cizalla (aprox. 3.6 km/s) en la parte superior de la
corteza continental, con periodos que van desde 0,33sa 6 s (Ewing et al., 1957).

La onda Lg se puede considerar como onda canalizada o guiada que se
propaga a grandes distancias, supuestamente a través de la capa granitica. Esto
implicaria que si no estuviese esta capa, como ocurre en los océanos, laonda Lg,
no se podria transmitir, aunque este aspecto hoy dia no estd muy claro. También
se puede deducir de la definicion que dicha fase esta relacionada con los modos
superiores de vibracion de la onda Rayleigh y de la onda Love, (Oliver & Ewing
(1958), Knopoff et al. (1979) y Panza & Calcagnille (1975)).

Se pueden citar una gran cantidad de autores que, desde hace mucho
tiempo vienen estudiando la onda Lg. Desde €l aspecto més tedrico, utilizando
diferentes interpretaciones y diferentes métodos de célculo, ademéas de los
anteriormente citados, se pueden poner como gemplo, Wang & Herrmann
(1980), Hasegawa (1983), Herrmann & Kijko (1983), Kenett (1984, 1985, 1989a
y 1989b), Bostock & Kenett (1990), Kenett et al. (1990), Gibson et al. (1994),
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Saika (1994), Zhang & Lay (1995), Keers et al. (1996), Furumura & Kennett
(1997) y Wu & Wu (2001). Desde un punto de vista mas experimental,
observando la propagacion de la onda Lg en diferentes regiones del mundo y en
diferente rangos de frecuencia y distancias, citemos dentro de una bibliografia
muy extensa a los siguientes autores. Oliver & Ewing (1958), Street et al. (1975),
Bollinger (1979), Chazalon et al. (1993), Kvamme et al. (1995), Akinci et al.
(1995), Shapiro et al. (1996), Cong et al. (1996), Dominguez & Rebollar (1997),
Mitchell et al. (1997), Rial & Ritzwoller (1997), Furumura & Kennett (1998),
Fan & Lay (1998ay 1998b), Wu et al. (2000).

La definicidon que se ha dado a comienzo de este trabajo, no parece una
definicién completa para una fase tan relevante y también tan complga. Intenta
describir la onda sobre la base de o que uno observa rutinariamente en los
sismogramas. Aunque la definicién data de cierto tiempo, parece no haberse
modificado mucho, y aln hoy quedan aspectos por resolver, en cuanto a su
naturaleza y modo de propagacion por la corteza. Esta fase es una de las méas
importantes de los sismogramas de tipo regiona (Ver Figura 1.1), y normamente
se utiliza en €l calculo de la magnitud de los terremotos regionales (Rueda,
1995). Su amplitud comparada es una herramienta muy importante para
distinguir explosiones no muy grandes, de eventos sismicos naturales, dentro del
contexto del Tratado de No Proliferacion de Armas Nucleares (CTBT). Solo a
modo de gemplo citaremos a Fan & Lay (1998a) y, a Taylor (1996). Sin
embargo, para otro tipo de Ondas y Fases en @ campo regiona (distancias
epicentrales entre 0 y 1500 Km), como pueden ser las Fases Pg, Pn, Sn, Sg, PmP,
etc., uno féacilmente puede hacerse unaidea intuitiva de que tipo de onda es, cual
€es su trayectoria y demas caracteristicas, desde €l punto de vista de la elemental
Teoria de Rayos. Por estas y otras razones que ya se irén tratando, se justifican
sobradamente cuantos trabagj os ayuden ala comprension de la onda Lg.

Este trabgjo tiene como objetivo, aportar ciertas ideas nuevas sobre la
Onda Lg y desarrollar otras, ya dadas por otros autores, desde un punto de vista
gue sea comprensible, pero apoyado siempre en una base matemética que
justifique los diferentes conceptos que se iran exponiendo y que concuerden con
las observaciones.

Se vera como laonda Lg, apesar de gue el mecanismo de generacion de
dicha fase no es féacil de comprender, es muy Uutil para € célculo de las
magnitudes en e &mbito regional. También veremos como ocurre la transicion de
la fase Sg (Onda supuestamente directa) a la fase Lg (Onda canalizada), que hoy
dia se discrimina de una forma empirica en funcion de la distanciaa Epicentro.

Se comenzard este trabajo con unainterpretacion de la onda Lg a partir de
la Teoria de Modos de Propagacion de Ondas Canalizadas, y su relacion con la
Teoria de Rayos en los Capitulos 2 y 3. En la segunda parte del Capitulo 2,
veremos desde un enfoque diferente el Fendmeno General de la Dispersion, y
con €llo, los conceptos de Velocidad de Fase y Velocidad de Grupo, aplicados a
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cualquier tipo de Ondas, haciendo hincapié en la idea de que € medio es €
dispersor y la onda en cuestion es dispersa. En e Capitulo 3, sobre labase de lo
visto en los anteriores capitulos, se profundizara en ciertos aspectos de la
dispersion, con modelos mas complicados, € comportamiento de las ondas
inhomogéneas, y se vera porqué las Ondas P no se canalizan tan eficientemente
como las Ondas S en |os medios sélidos.

Mula 21-Junio-2001

Norte
('

Figura 1.1. A modo de gemplo, se presenta el registro
de la componente horizontal en la estacién de Banda
Ancha EQES (Quesada, (Jaén)), para un terremoto
regional, localizado cerca del pueblo de Mula (Murcia),
el 21 de Junio de 2001 de Mag. 3.6, a 145 km de
distancia epicentral. La fase Lg es la mas sobresaliente
en el sismograma.

En € estudio, los modelos de corteza utilizados estan compuestos de capas
planas y paralelas de velocidad constante, separadas por superficies de
discontinuidad en cuanto a sus propiedades elasticas. En €l Capitulo 4, se
estudiarg, desde €l punto de vista tedrico, € comportamiento de los frentes de
ondas en los medios elasticos, y se justifica la aplicacion, generamente, de la
Teoria de Rayos.

En e Capitulo 5 se hara una breve exposicion de las escalas de
magnitudes regionales o locales, para seguir con la justificacion de la utilizacion
de la Onda Lg, como fase para medir la amplitud en casi todas estas escalas, y
también se vera cuando esta fase dgja de ser la mas indicada para €l célculo de
dichas magnitudes.

En el Capitulo 6, se abordara el problema del frente de ondas esférico en
medios estratificados y la consideracién de ondas no armonicas (tratando ambos
problemas por separado). Hasta entonces se habian supuesto frentes de onda
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planos y con una dependencia arménica del tiempo. En este capitulo, se vera, que
la complgiidad matematica aumenta, sin embargo, se pueden obtener ciertas
propiedades muy interesantes de las ondas candizadas (valor de amplitud,
atenuacién con la distancia, etc.), lo que no es posible con los frentes de onda
planos.

En una serie de Apéndices se muestran aspectos fisicos y matematicos
gue ayudardn a una mejor comprension de todo lo expuesto, sin tener que recurrir
alabibliografia més fundamental .



Capitulo 2.

Teoria de M odos de Propagacion de Ondas
Canalizadas.

2.1 Introduccion.

En este capitulo, se expondra parte de la teoria clésica de los Modos de
Propagacion para una mejor comprension de la onda Lg, considerada esta como
una onda canalizada.

También se expondrdn los conceptos fisicos y los argumentos
mateméticos necesarios para, mas adelante, deducir algunas caracteristicas de
ciertas fases regionales y, especialmente, de la onda Lg. Gran parte de la teoria
gue se expondra aqui pertenece alateoria de ondas superficiales, cuyo estudio en
labibliografia esta profusamente tratado, si bien, se hara hincapié en los aspectos
mas interesantes de la onda Lg.

Recordemos gue en Fisica, se entiende por Guia de Ondas o Canalizador
de Ondas, cualquier estructura capaz de dirigir la energia en una determinada
direccion o direcciones, de tal forma que la energia queda atrapada dentro de
dicha estructura o en las proximidades de sus limites. ES evidente que un
determinado sistema se comportara como una guia de ondas dependiendo de las
frecuencias de las ondas en estudio.

2.2 Teoriade Modosde Vibracion.

2.2.1 Ecuacion de Dispersion y Teoria de Rayos.

Es conocido que la denominada Ecuacion de Dispersion es la ecuacion
gue nos relaciona la velocidad de fase (junto con la de velocidad de grupo, méas
adelante se expondra mas detalladamente estos conceptos), 0 € nimero de onda
de una onda canalizada, con las frecuencias de dicha onda. En cualquier texto de
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sismologia se puede encontrar la deduccion de la Ecuacion de Dispersion a partir
de la Ecuacion de Ondas y las condiciones de contorno asociadas, para un medio
semi-infinito, con una capa superpuesta. La solucién més sencilla se obtiene para
la componente SH de una onda plana que se transmite en una determinada
direccion. Recuerde el lector que la componente SH, es la componente del
movimiento, que es paralela a la superficie de contacto de los dos medios, y ala
superficie libre, s consideramos capas paralelas. Podemos obtener en €l libro de
Lay T. & Wallace T. (1995), en el Capitulo 4.3, la deduccion de dicha ecuacion,
gue viene dada por:

1/c®-1/b?
tan(Hw[1/ b2 —1/¢?) = Tev=1C =102 (ec. 2.1)
m+/1/b2-1/c?

Donde;

b1y b2 son las velocidades para las ondas de Cizala (onda S), en lacapay en
el medio semi-infinito respectivamente.

H: es el espesor de la capa.
w : eslafrecuenciaangular de dicha onda.
m y n son los modulos de cizalla o rigidez de la capa y del medio

semi-infinito, respectivamente (que junto con |, es una de las
constantes de Lame del medio).

C: eslaVelocidad de Fase, en nuestro caso de laonda SH.

Conviene saber que “c”, representa la velocidad aparente que el frente de
ondas tiene en la superficie de separacion entre dos medios distintos (Figura 2.1)

ce B _ bo (ec. 2.2)
seni;  seni,

Esta tltimaigualdad, viene dada por la Ley de Snell.

Y severificaque:

bi1<C< b

También en Lay & Wallace (1995), se puede encontrar la deduccion de la
Ecuacion de Dispersion, a partir de la interferencia constructiva de Rayos SH,
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reflgjados entre la superficie libre y la base de la capa, con rayos con angulos
Incidentes mayores que el angulo critico ic (en laecuacion 2.2, se puede ver que

Siip = ic, entoncesiz= 90°).

Onda Onda
Reflgjada

Figura 2.1 Rayos Transmitidos vy
Reflgjados para dos medios en contacto.

Para nuestros propésitos, se va a desarrollar la demostracion de lo que se
acaba de decir, (ver Figura 2.2). Consideremos un punto A del frente de ondas
(PQ) en un tiempo “t”, que incide en la superficie de separacion entre la capay el
medio con un angulo “i1” (mayor que el angulo critico ic) y € punto B del frente
de ondas P’Q’, inmediatamente después de incidir en la superficie libre. Para que
los frentes de ondas PQ y P’Q’ interfieran constructivamente, la diferencia de
fase debe ser un nimero entero de ciclos, es decir, una diferenciade 2np (con n
=123,.)

Se recuerda que se consideran frente de ondas planos, con la misma
direccion.

Ladiferencia de fase viene dada para |l os dos puntos:

f,—f,=A0B(l)+f,+f, (ec. 2.3)
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A

b1
H
H|l OB= -
COSl1

bi< b,

/

b2

Figura2.2 Interferencia constructiva de los frentes de
PQy PQ.

donde:

AOB(l): Que es e primer término del segundo miembro,
corresponde a la diferencia de fase, debido a la diferencia de
distancia recorrida por los dos frentes de onda que estamos
considerando, es funcion de lalongitud de onda (1 ).

Sabiendo que (segun se puede deducir de la Figura 2.2):

AOB = 2H cosi,

f1: Es el angulo que representa el cambio de fase que el frente de
ondas P’Q’, experimenta tras su reflexion en la interfase capa -
medio semi-infinito.
Paraii > ic; ic esel Angulo Critico que viene dado por:

1/c? -1/b}
f, = 2arctan Mev2/c 2 (ec. 2.4)
m+y1/ b’ -1/c?

f2: Es el cambio de fase tras la reflexion en la superficie libre. Aqui
szO.

Se define @ NUmero de Ondas Horizontal como:
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k:%:iﬁsenil:kosenilzm/l (ec. 2.5)

L uego sustituyendo en Formula 2.3, se obtiene:

i 1/¢®-1/b’
2np :M—Zarctan m 2 (ec. 2.6)
m+/1/b/-1/c?

DelaEcuacion 2.2, se puede escribir:

2
CoSi;, = 1ll—b—i
Cc

Que nos permite reescribir la ecuacion 2.6 de una forma mas compl eta:

J1/c2-1/b?
tan(Hw\1/ b2 —1/¢? —np) = = \/Czi (ec. 2.7)
b2 -1/c?

Que es la ecuacion de Dispersion de las Ondas Love, y permite obtener la
velocidad de fase de la onda “c”, en funcion de la frecuencia “w”. Como se ha
mencionado antes, esta ecuacion se puede obtener de la resolucién de la
Ecuacion de Ondas aplicando las condiciones de contorno, pero que aqui se ha
obtenido a partir de lateoria de rayos.

Esta demostracién que se acaba de exponer aqui, se puede encontrar en los
libros de sismologia, como en e ya mencionado Lay & Wallace (1995). En ese
texto podemos encontrar una discusion detallada de la solucién de esta ecuacion.
Podemos ver que para cada “n =0, 1, 2,...”, se obtiene los diferentes Modos de
Vibracion. Asi paran = 0, se obtiene  Modo Fundamental y paran ® 1, los
Modos Superiores. Decir agqui tan solo que para el Modo n = np, sélo podran
existir ondas con frecuencias w >w__, donde:
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w_ = MoP (ec. 2.8)

® H1/bZ-1/b?

La velocidad de fase se encuentra acotada entre los siguientes valores
b22 c3bi. Para w = w; se verifica que ¢ = b, y, a medida que aumenta la
frecuencia, disminuye la velocidad de fase, y para “w” tendiendo a infinito, “c”
tiende a b:. Para una frecuencia dada, el valor més bajo de la velocidad de fase,
corresponde al modo fundamental, siendo mayor para los modos superiores.

Figura 2.3. Representacion cualitativa de las curvas de dispersion
de una capa sobre un medio semi-infinito, para Ondas SH. Modo

Fundamental y Superiores.

En Udias & Mézcua (1997) podemos encontrar una deducciéon de como
son los desplazamientos. Enfocando e problema desde otro punto de vista,
considérese la ecuacién 2.5, y sustituimos la velocidad aparente “c”, en funcion
del angulo de incidenciaii, en laecuacion 2.7. Se obtiene:
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2 2;
rpsen, -1
=lypy —————
1

tan(ﬂ H cosi, —np :
b Ccosi,

donde:

b b
rm):n}l y rbZFZ
1

(ec. 2.9)

Esta Ultima ecuacion nos relaciona el angulo de incidencia i1, con la
frecuencia, para cada valor de n (valor del Modo de Vibracion). Para el modelo

de corteza elegido a comienzo de este apartado.

Si fijasemos una frecuencia determinada w = wo, s0lo podrén existir

ciertos Modos de Vibracion sea:  ng, ny,...(Ver Figura 2.3).

De una forma simplificada podemos expresar |a ecuacion 2.9, como:

11 =11 (Wo, N) para n=ny Ny, ...

Para cada modo valido, se obtiene un angulo de incidencia diferente, es
decir, un frente de ondas con una direccion diferente, que incide tanto en la base
de la capa como en la superficie libre con un angulo distinto. Se puede concluir:
Que desde la perspectiva de la Optica Geométrica, para una frecuencia
deter minada, cada M odo en la Ecuacion de Vibracion, representa un Rayo

diferente atrapado en la capa.

Se harelacionado aqui estrechamente la Teoria de Modos con la Teoria de
Rayos de la Optica Geométrica. Mas adelante, en e Apartado 5.3, cuando
hablemos de la distribucion espacial de la energia, se veran las implicaciones de

lo que se acaba de exponer.
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2.30ndalg

Con lo visto en el apartado anterior se pueden ya extraer ciertas
conclusiones sobre la onda Lg y algunas fases regionales tipicas, que se observa
en este tipo de sismogramas.

A través de diversos trabgos, a lo largo del tiempo, encontramos
diferentes interpretaciones sobre la naturaleza de la onda Lg, y la zona de la
corteza por donde se propaga. En un principio, se penso sobre la existencia de un
canal de baga velocidad en € interior de la corteza que permitiria una
propagacion muy efectiva de la onda S (Ewing et al.,1957, Panza & Calganille,
1975, entre otros,...). Hoy dia parece aceptada la teoria que postula que la onda
Lg, estd formada por la suma de los modos mas altos de vibracion de las ondas
Rayleigh y Love, considerando toda la corteza (Knopoff et al., 1973, Cara &
Minster, 1981a, 1981b, €tc).

Siguiendo la definicion que ya dimos, se considera pues, la onda Lg,
formada por todos los Modos (0 bien, Rayos) de las ondas Rayleigh y Love, que
se encuentran en un rango de frecuencias (periodos) que van desdelos2 6 3Hz a
los 0.3 Hz (3s), aproximadamente. Esto dependera del tamafio de la fuente
sismica, pues cuanto mayor es el terremoto, mas importancia tiene las bajas
frecuencias frente a las atas frecuencias y viceversa. Més adelante insistiremos
en este tema.

Laidea que se quiere transmitir, con lo dicho hasta ahora, es que la onda
Lg, mas que ser considerada como un rayo unico, la consideraremos como un
tren de ondas. Este, estaria formado por un conjunto de rayos de onda S, con
diferentes angulos de incidencia. Comprenderia, por tanto € tren de ondas, €l
rayo directo, los rayos con multiples reflexiones, y € rayo que sale hacia €l
interior de la Tierray solo se reflgja una vez en la base de la Corteza (Fase SmS).
Este Gltimo es el que aportar& més energia y hace atribuir a la onda Lg,
velocidades caracteristicas de la onda S en la corteza. El tiempo de recorrido de
esta fase SMS, para grandes distancias, es practicamente igual a de la onda
directa, (ver Figura 2.4). Asi Olen et al. (1983), consideran la SmS y las
sucesivas reflexiones en e Moho, SMSS1S,... parte del tren de ondas para
modelizar laondalLg.
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Estacion

b Manto

Figura 2.4 La onda Lg como
superposi cion de muchos rayos.

2.4. Fases Sny Rg.

Desde esta interpretacion mixta, utilizando la teoria Modal y la Teoria de
Rayos, se pueden analizar las fases Sh y Rg, con e objetivo de explicar la
existencia de estas fases como dependientes unas de otras. Las Fases Regionales
Sy Rg, y la misma Fase Lg, estén intimamente relacionadas, compartiendo la
misma naturaleza. Se distinguen unas de otras, en funcién del rango de
frecuencias y de las velocidades que estemos considerando. Una interpretacion
en lamisma linea se puede encontrarla en el libro de Kennett (1983), en Stephens
& Isacks (1972) y también en Park & Levin (2001).

2.4.1. Fase Sn.

Desde un punto de vista geométrico, la Fase S (y la Pn) se considera
como €l rayo de onda S (6 P), que incide en la base de la Corteza con un angulo
igual a angulo critico, y que vigja por la interfase entre la Corteza y el Manto
Superior, conocida como Discontinuidad de Mohorovicic o Moho! (Ver Figura
2.5). Hemos de suponer que siempre la fuente se encuentra en el medio de menor

velocidad (b1), en e modelo que se ha venido considerando.

1 Debido a su descubridor, € croata S. A. Mohorovicic, en 1909.
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Estacion

* Fuente

b1

b,

Figura 25 Fase S, corresponde a la trayectoria de la
Refractada Critica.

Donde el éngulo critico viene dado por laLey de Snell:

bl

Seniczb—.
2

Una explicacion detallada a nivel tedrico de las caracteristicas de la fase
S (y Pn por similitud), se pueden encontrar en Aki & Richards (1980), pag. 208
y ss. En la literatura inglesa se conoce a esta fase como “Headwave” o “conical
wave“, es decir, ondas conicas. Es evidente, que s se imagina uno un modelo en
tres dimensiones (ver Figura 2.5), las trayectorias de esta fase forman un cono
cuando se dgan de la fuente. Un estudio més préactico se puede encontraren
Rodgers et al. (1997).

Si se observan atentamente las graficas de Velocidad de Fase y Velocidad
de Grupo en funcion de la frecuencia, para la componente SH (ondas Love),
considerando un modelo de dos capas planas y paralelas de velocidad constante
sobre un medio semi-infinito, también de velocidad constante, como €l propuesto
en la Tabla 2.1, la fase S, corresponde a la suma de todos los modos, cuya
Velocidad de Grupo, esigual alavelocidad del medio semi-infinito. En este caso
laVelocidad de Grupo esigual alaVelocidad de Fase (Ver Figura 2.6).
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Tabla2.1
Modelo de corteza de 2 capas y Moho a40 km.
H (km) Vp (km/s) Vs (km/s) o (griemd)
10 6,0 35 2,5
30 7,0 4,0 2,8
© 8,0 4,7 3,3
Ondas Love

kmis® T

\ VY ||
| 1

P S || | |I |I I| || ',II'III
I R AR

h Y NSV ] S
/|

RRAR!
L
CEEEL

35 F T

Figura 2.6 Curvas de Dispersion de ondas Love (Componente SH),
para un modelo de dos capas sobre un medio semi-infinito (ver Tabla
2.1), Modo Fundamental y Superiores. a) Velocidad de Fase b)
Velocidad de Grupo. Dentro del rango de frecuencias del espectro
regional, interpretamos desde la TeoriaModal lasFasesSh y S.

Se hace alusion también dentro de este modelo, a la fase S refractada
critica entre las dos capas. Esta seria la correspondiente fase S 0 S* otambién S,
(la “b” indica basaltica), que aparece en los sismogramas regionales a cortas
distancias. Esta fase tiene lugar en la llamada Discontinuidad de Conrad
(descubierta por V. Conrad, en 1923 y H. Jeffreys, en 1926), que como sabemos
separala Corteza Superior de la Inferior (Vogfjord, 1997). Se puede observar que
desde una interpretacion modal, esta fase corresponde a la suma de todos los
modos de vibracion, cuya Velocidad de Grupo es practicamente constante e igual
alavelocidad de la capa més profunda, ver Figura 2.6.b (en este caso 4,0 km/s).
Como para € caso de la fase I, las Velocidades de Fase y de Grupo son
précticamente iguales, lo que implica que para este caso concreto, no se
comporte en general como una onda dispersa. Todo 1o que se lleva dicho se
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verifica para frecuencias medianamente altas. S ahora se consideran frecuencias
cada vez mas pequefias, las curvas de los modos de vibracion (inferiores), no
reflggan tan claramente la discontinuidad entre las capas, o discontinuidad de
Conrad. Esto hace que a grandes distancias, donde las dtas frecuencias se
encuentran muy atenuadas, la fase S, pierda identidad, y el fenomeno de
dispersion comienza a ser acusado. Este fendOmeno que desde € punto de vistade
la clésica Teoria de Rayos no es f&acil de interpretar. A la luz de la Teoria de
Ondas, tiene sin embargo una sencilla explicacion, ya que como sabemos,
cuando consideramos fendmenos ondulatorios de frecuencias muy bajas, y por
ende, con grandes longitudes de ondas, éstos no se ven perturbados por la
discontinuidad de separacion entre las dos capas. O dicho de otra forma, la
longitud de onda es lo suficientemente grande, en comparacion con las
dimensiones de las capas, que no se puede discernir € limite entre ambas capas.
En el Capitulo 4, hablaremos extensamente de la Teoria de Ondas y de la Teoria
de Rayosy sus condiciones de aplicabilidad.

Unos ejemplos muy representativos de como las fases tipo “n”, (en
concreto la fase Pn), poseen caracteristicas de una onda guiada frente a la fase
Pg, se pueden encontrar para los terremotos de 5 de Enero de 1999 a este del
Cabo de Gata (Figura 2.7) y el de 2 de Febrero de 1999 con epicentro proximo a
la ciudad de Mula (Figura 2.9). Se puede observar como para las estaciones mas
cercanas, en general, la fase Pg (onda directa) presenta mayor amplitud que la
fase Pn (fase refractada critica) pero, en cambio, paralas estaciones més legjanas,
la onda Pg ha disminuido su amplitud de forma muy acusada, mientras que la
fase Pn, ha sufrido mucha menos atenuacion (Ver Figuras 2.8.a, by ¢, y Figuras
210.a, b, c y d, en la que se han representado las llegadas tedricas segun el
modelo de la Red Sismica Nacional). Esto se debe a que la fase Pg, no es una
verdadera fase candlizada, ya que existe una fuga de energia hacia e Manto
Superior conocida como Fenémeno de Modos a pérdida (Leaky Mode).

Deseamos, que en toda esta exposicion, se haya comprendido que desde
un aspecto global de la teoria, que la fase Sh supone el comienzo del tren de la
onda Lg. Asi Zhang & Lay (1994), Hlatywayo & Midzi (1995), Mendi at al.
(1997), Méellors et al. (1999) y Goldstein et al. (2001), ... estudian la correlacion
existente entre e comportamiento de la Fase Sh y Lg, en determinadas
circunstancias dependiendo del espesor de la corteza, topografia, etc.

2.4.2. Onda Rg.

Estas ondas aparecen muy claramente en eventos muy superficiales
(explosiones y terremotos), que siguen alaondaLg (0 Sg), con periodos
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mayores que estas Ultimas, comprendidos entre 10sy 1 s. Desde €l punto de vista
gue lo estamos enfocando, se puede considerar la onda Rg, como la suma de
todos los modos de la onda Rayleigh y Love, comprendidos entre los periodos
antes mencionados, y con pequefias velocidades de grupo (entre 2,8 km/sy 1,5
km/s). Estos rayos inciden con angulos mayores que €l critico en las capas més
superficiales de la corteza terrestre.

Esto ultimo expuesto implica que la fuente debe ser muy superficial, para
asi justificar el que se encuentre en e medio de méas baja velocidad, y que puedan
existir rayos atrapados en estas capas. La componente de bajas frecuencias de
estas ondas se debe a que, a transmitirse por las capas més superficiales de la
corteza, que son estratos sedimentarios poco consolidados y muy heterogéneos,
hacen que se presente una gran atenuacion (sobre todo de “scattering”), es decir,
valores muy bajos del Factor de Calidad “Q”. Esto hace que las frecuencias mas
atas (> 1 Hz) se ateniien muy rgpidamente (Ver Figura2.11).

Las ondas Rg aparecen a distancias relativamente cercanas al epicentro,
debido a que los rayos se canalizan rapidamente, en las primeras capas de la
corteza (como se ha mencionado), ya que tienen muy poco espesor y un fuerte
contraste con las capas mas profundas (Navarro et al.,1997). Estas ondas no se
propagan a grandes distancias, por las razones de atenuacion que se acaban de
exponer en el parrafo anterior.

Para €l terremoto gjemplo, que se presenta en la Figura 2.11, teniendo en
cuenta gque la fuente y la estacion de registro (EQUE) estan en paralelos muy
proximos, sean las coordenadas geogréficas del terremoto 37°21° Ny 2° 18’
O, y para la estacion 37° 12° N y 3° 26’0. Podemos observar como las
mayores amplitudes de la onda Rg se obtienen para las componentes
transversales (Norte y Vertical), como corresponden a una onda de Cizala, y
también se puede observar, como el comienzo del tren se encuentra ligeramente
adelantado en la componente Norte-Sur, como corresponde a una onda SH (Lay
& Wallace, 1995), aunque esta diferencia es muy pequefia al ser un terremoto
regional, donde la distancia epicentro y estacion, es de poco mas de 100 km.
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2.5 Velocidad de Fasey Velocidad de Grupo.

2.5.1 Introduccion.

En este capitulo se van a tratar los conceptos velocidad de Fase y de
Grupo ya mencionados anteriormente y ademas, se incluird el concepto de ondas
Guiadas, donde aparece e fendmeno de la dispersion.

Sobre estos conceptos se puede encontrar mucha informacion en os textos
de sismologia, podemos consultar Udias & Mézcua (1997), que tratan el tema de
una forma sencilla y aplicada a las ondas Superficiales, también en Lay &
Wallace (1995), que trata el tema un poco méas en profundidad. Estos conceptos
expuestos de una forma mas general, 1os tenemos en € libro del autor Athanasios
Papoulis, “The Fourier Integral and it’s Applications”. En é, las deducciones son
mucho mas generales, y permitiran comprender mucho mejor los conceptos de
velocidad de Fase y velocidad de Grupo, aplicables ademas a cualquier medio
fisico y tipo de ondas. Consideraremos €l medio por e que se propaga una onda,
como un determinado sistema fisico que actia como una especie de filtro
espacial, es decir, amedida que la onda se propaga por dicho medio, va sufriendo
una serie de modificaciones o perturbaciones. Més adelante se rel acionaran todos
estos conceptos que aqui veremos de una forma general, con nuestro interés, en
el campo de la sismologia

2.5.2. Conceptos de Retraso de Grupo, de Fase y de
Frente dela Seial.

A) Definiciones.

Estos términos son aplicados para describir el “retraso” que sufren
diferentes partes de una sefial temporal. Llamaremos “f(t)“, a la entrada de lo que
consideraremos un Sistema Lineal (ver Papoulis, A.,1962, Cap.5, sobre
definiciones de un Sistema Linea y en el Apéndice D, de este trabgo). Sea
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“g()“, la sefial temporal respuesta a la sefial de entrada arbitraria “f(t)“. Ver
Figura2.12.

iV o(t)

_ H(w)

v

Figura 2.12. Representacion de un Sistema, cuya
respuesta en frecuencia viene representada por H(w).

Sea la Funcion de Transferencia del Sistema, en e dominio de la
Frecuencia, “H(w)”. Lo representamos matematicamente, como:

Hw) = A(w)eia® (ec. 2.10)

Donde:

A(w), esla Amplitud de la Transformada de Fourier
g(w), representa el Espectro de Fases de Fourier.
Como sabemos i =+/-1.

Y, en & dominio del tiempo, la funcion de transferencia queda definida,

como:

h(t) = LYH(w)] (ec. 2.11)

Donde:

L representa el Operador Transformada Inversa de Fourier, segiin
la definicion de Papoulis (1962).
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Denotamos por “h(t)“, a la funcion temporal que representa el
sistema, que para un Sistema Lineal, no es mas que la respuesta del
Sistemaaun Impulso en el Tiempo (Delta de Dirac).

Definimos:

- Retraso de Fase (tpn) como:

t, =3W (ec. 2.12)
W

En e plano (w ,q(w)), tpn representa la pendiente de la linea que va
desde & punto origen, a punto de la curva de fase, q(w), donde se calcula tpn
(Ver Figura2.13).

- Retraso de Grupo (ty) como:

_ da(w) (ec. 2.13)

@ dw

Representa la pendiente de la curva q(w), para una frecuencia dada (Ver
Figura 2.13).

- Retraso del Frente de Sefial (ti), como:

t, = lim39W) (ec. 2.14)
woo  dw

Es la pendiente de la asintota de la Curva de Fase, cuando w tiende a
infinito. Es pues independiente de la frecuencia. Por supuesto, esta definicion
tiene sentido si dicho limite existe. (Ver también Figura 2.13).
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Significado de tph y 1gr.

Vamos a profundizar sobre las definiciones que acabamos de dar para los
conceptos de Retraso de Grupo y Fase, dgjando para € Apéndice A, e concepto
de Retraso del Frente de Sefal.

Supondremos que la sefial de entrada f(t), es una sefia modulada en
Amplitud que, mateméticamente, representamos por:

f(t) = fi(t)coswot (ec. 2.15)

Esta restriccion respecto al tiempo sobre la sefia de entrada, nos permitira
exponer 1os conceptos anteriores més claramente, pero e€llo no supone perdida de
generalidad.

Sea

Fi(w): La Transformada de Fourier de la Envolvente fi(t) de la sefial
f(t). Esta sefid se denomina de Banda Limitada (en la literatura
inglesa se define como “Narrow-Band”). Matematicamente, lo
podemos expresar como:

YoRi(w) 2= 0, para Yw-wo %> W (ec. 2.16)
Donde Q , es unafrecuencia determinada.

Wo : Eslafrecuencia de la sefia portadora.

Supongamos gue nuestro sistema, definido al principio de este apartado y
representado en el dominio de las frecuencias por H(w), se va a comportar como
un Filtro Pasabanda (Funcion de Transferencia), y € rango de frecuencias
(wo-W,wo+ W), se encuentra dentro de la banda de paso, de tal forma que:
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»
»

W

Figura 2.13  Representacion Gréfica de los diferentes
conceptos de toh, tyr Y trr .

Aw) @K , para wWo-W < w < wot+ W (ec. 2.17)
Con K, constante.
Supongamos también que la fase del Sistema se puede aproximar por el

siguiente desarrollo de Taylor en potencias de frecuencias (para un entorno de
Wo), conservando solo el término lineal:

q(w) @q(wo) + g’(wo )(W - wo) (ec. 2.18)

Donde “q’(wo)“, es la derivada de la fase respecto a la frecuencia,
calculada en la frecuencia wo . Es condicion necesaria que la frecuencia wo se
encuentre dentro de la Banda de Paso del Sistema (considerado este como un
filtro).

De las definiciones, dadas por las ecuaciones 2.12, 2.13, y la ecuacion
2.18, podemos escribir, lafase del sistema:

q( w) @wotpn( Wo ) + (W — Wo) tgr( Wo) (ec. 2.19)
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Donde tph(Wo ) Yy tgr (Wo ), Son los respectivos Retrasos de Fase y Grupo
calculadosen wo.

Entonces, la respuesta g(t), se puede demostrar, que viene dada por:

g(t) @K- fi(t — tgr) cog wo(t — tpn)] (ec. 2.20)

La demostracion detallada de esta Ultima ecuacion la podemos encontrar
en el yacitado libro de A. Papoulis (1962), en el capitulo 7.

Podemos ver que el Retraso de Grupo tg, evaluado en la frecuencia
portadora de nuestra sefial, w = wo , esigual al Retraso de la envolvente, fi (t) ,
de la sefid de entrade?, y el Retraso de Fase, ton, en la frecuencia de la
portadora, esigual al retraso de la componente portadora de la sefia. (Ver Figura
2.14).

f(t)
0
f(t)
0 t
b)

Figura 2.14. Aplicacion gréfica de los conceptos de
Retraso de Fase y Grupo, a un ejemplo sencillo. a)
Sefia original, modulada en amplitud, por fi(t), con una
frecuencia portadora de wo, b) Sefial Retrasada. De
forma intuitiva el Retraso de Grupo actlia sobre la
envolvente y el Retraso de Fase, sobre la componente
portadora.

2 Dicho de otra forma, equivaldria al retraso del “centro de gravedad” de la sefial.
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S algunas de las condiciones impuestas a sistema anterior, dejaran de
cumplirse, es decir, si A(w) no fuese constante en el rango de frecuencias
considerado y q(w) no fuese lineal (es decir, no pudiésemos considerar solo el
término w - Wo en el desarrollo de la ec. 2.18, con cierta precision), se produciria
una distorsion y un ensanchamiento de la funcion envolvente, fi(t) , junto con
una posible modulacion en frecuencia

Las condiciones impuestas a sistema en las ecuaciones 2.18 ¢ 2.19 las
hemos expresado como aproximaciones. Los sistemas fisicos reales (en
particular, en sismologia), suelen cumplir las condiciones impuestas dentro de un
rango de validez, 1o que implica que obtenemos soluciones solo con una cierta
aproximacion. Si las condiciones se cumpliesen exactamente, sustituiriamos los
simbolos de *aproximacion” por simbolos “iguales”, y en particular en la
ecuacion final (ec. 2.20).

En nuestro desarrollo se ha impuesto que las sefidles sean de Banda
Limitada (ec. 2.16). Conviene recordar que en sismologia no existen sefiaes con
estas caracteristicas en el sentido estricto, pero si que podemos atribuir a las
sefidlas reales rangos de frecuencias donde cas la totalidad de la energia de la
sefial esté concentrada, y otros rangos, donde apenas la sefial es perceptible.

A tenor de todo lo dicho y demostrado hasta este momento, se puede ver
que la Velocidad de Grupo esta asociada con la velocidad de transporte de la
energia de la sefid y que la Velocidad de Fase, con la velocidad con que se
propaga cada arménico dentro de un Tren de Ondas. El Sistema Linea del que
hemos hablado, lo identificaremos con el Medio de Propagacion, aunque todo lo
dicho puede aplicarse a cualquier Sistema Lineal (p.g. un Sismometro).

2.5.3 Velocidad de Fasey Velocidad de Grupo.

A) Introduccién: EI Fendmeno de la Propagacion.

Hasta ahora hemos considerado tan solo una sefial temporal, es decir, una
funcion cuya Unica variable es el tiempo. Los términos de Velocidad de Fase y
Grupo caracterizan la propagacion de varias partes de una onda que vigja en €
espacio, que de una forma genérica denotamos por “f(x, t)”’. Consideremos ahora
una sefial que sblo se propaga en una direccién determinada.
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Yase hadicho, que e Sistema Lineal que hemos venido considerando, no

es otra cosa que e medio material por donde se propaga la onda vigera. (Ver
Figura2.15).

Sea “H(w, x)*, la funcion que representa la respuesta del medio, en
frecuencia, para una posicion “x“. Podemos escribir:

H(w, x)= A(w, xX)eawx) (ec. 2.21)

Donde hemos seguido una notacion analoga, ala que venimos utilizando.

f(O,t) MEDIO f(x ,t)
H(w, x)

v

v

Figura 2.15. Representacién del Fendmeno de la
propagacion de una sefial en un medio, por un sistema
fisico. Ver texto.

Sea “f(0,t ), la sefial de entrada al sistema fisico, y “f(x, t)”, la salida. Este
altimo es el valor dela sefial aunadistanciax, en € instantet.

A partir de ahora consideraremos f(x,t), como una funcién totalmente
general, sin ningun tipo de restricciéon en su dependencia con € tiempo (como la
expresada por la ecuacion 2.15).

Por la definicion de la Transformada de Fourier, o mejor dicho por la
antitransformada o transformada inversa (ver Papoulis, 1962, pag. 1), y por las
propiedades de un Sistema Lineal, como venimos considerando (Teorema de la
Convolucion en el dominio de las frecuencias), se puede escribir:
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f(x,t)= %K:F (W) - A(w, x)eM K gy (ec. 2.22)

donde hemos sustituido:

* El término g(w), como;

g(w ,x) = k(w) x (ec. 2.23)

k(w), representa de una forma general, el Numero de Onda. Vamos afijar

nuestra atencion ahora en este término. Consideramos por supuesto, este
pardmetro, como una funcion de la frecuencia. Esto es o que conocemos
como Ecuacion de Dispersion del Medio:

k= k(w) (ec. 2.24)

* A(w, X) : en este término se haincluido la Atenuacion de la Amplitud
con la distancia que el medio gerce sobre la sefial. Aqui se puede incluir
también la atenuacion anelastica, scattering, etc,...

* F(w) : esla Transformada de Fourier en el tiempo de la funcién. En
general es unafuncion complea, con su propiaamplitud y fase.

Fw) = [ fe™ dt= Fw) =[Fw)e" ™

Tanto en la ecuacion 2.21, como en la ecuacion 2.23, se puede comprobar,
gue hemos atribuido, de una manera l6gica como luego veremos, toda la
dependencia espacia de nuestra sefial a una caracteristica del medio por donde se
propaga la perturbacion.
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B) Definiciones.

* Velocidad de Grupo (U);

u=2x (ec. 2.25)

t

ar

Sabiendo que €l valor de tgr, viene dado (ec. 2.13y 2.23):

g -daw) _ dkw) (ec. 2.26)
g dw dw
Y sustituyendo en la ecuacion 2.24, obtenemos:
1 dw
dw

Por analogia, con las discusiones anteriores, diriamos que la envolvente de
la sefial, f(0, t), alcanzaria el punto “ x “, con un retraso tg. ASi pues, la
Velocidad de Grupo (U), es laVelocidad de Propagacién de la envolvente
de f(x,t). Esta velocidad se corresponde con € transporte de energia, como

veremos cuando hablemos del Principio de Fase Estacionaria (Apartado 2.5.5).

* Velocidad de Fase (C);

c==X (ec. 2.28)

y el valor de tpn, apartir delasec. 2.12 'y 2.23, |o podemos poner, como:

29w _kWw) (ec. 2.29)

h
P w w
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La Velocidad de Fase (C), es la velocidad de propagacion, de cada una de
las “portadoras” que componen la sefid, f(x, t). Si suponemos que una sefia real
esta compuesta por la suma de muchos armonicos que poseen cada uno, una
frecuencia de vibracion diferente (mas informacion el Anélisis de Armoénicos de
Fourier, Bath, 1982), la Velocidad de Fase, seria la velocidad de cada uno de los
armonicos (frecuencias), que componen la sefial real.

Si volvemos a la ecuacion 2.29, operando y sustituyendo la ec. 2.29 en la
€ec. 2.28, se obtiene paralaVelocidad de Fase:

Que nos da la Velocidad de Fase en funcion del pardmetro b(w ), que
habiamos identificado con el nimero de onda. Si sustituimos este parametro de la
tltima ecuacion 2.30, en la ecuacion 2.26 y a su vez, ésta, en la definicién de
Velocidad de Grupo (ec. 2.25), obtendriamos:

1
1 w dc(w)

cw) c* odw

Uw)=

(ec. 2.31)

Ecuacion que nos da el valor de laVelocidad de Grupo, U, en funcién de
laVelocidad de Fase, C, y de lafrecuenciade la sefid, w.

Recodemos que ¢, depende de lafrecuenciaatravés del pardmetro k(w),
de cuya dependencia no se ha supuesto nada todavia.

2.5.4. El Fendmeno dela Dispersion.

El Fenébmeno de la Dispersion, ocurre:

A) Cuando en el medio que estamos considerando, € pardmetro k(w) de
la ecuacion 2.23, no tiene una dependencia lineal con la frecuencia.
(Eslallamada Ecuacion de Dispersion).
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B) Cuando la sefid que estamos considerando posee un rango de
frecuencias méas o menos amplio.

Teniendo presente la ecuacion 2.29 y las dos premisas anteriores,
obtenemos que cada componente armoénico, 0 cada “portadora” que componen
nuestra sefial, tendra una Velocidad de Fase diferente;

cw) = % (ec. 2.32)

En laecuacion 2.31, laVelocidad de Grupo (U) serd unafuncion mas o
menos complicada, dependiendo de la frecuencia, y en genera diferente a la
Velocidad de Fase.

El sentido fisico de lo que acabamos de decir es que, a medida que la onda
se va desplazando por e medio, los diferentes componentes arménicos se van
separando en el tiempo. Es decir, laonda se dispersa. En laFigura2.16, las lineas
continuas indican diferentes Velocidades de Grupo; cada linea continua es una
linea recta en el diagrama de espacio-tiempo y més adelante, demostraremos que
la Velocidad de Grupo se relaciona con el espacio recorrido (X) y € tiempo

transcurrido (t), mediante la ecuacion

X=Ut
y como en general, U =U(w), s U = constante, entonces cadalinea C' (i=1, 2
y 3), representa la Velocidad de Grupo para una frecuenciafijaw (i=1, 2y 3).

Por otra parte, en la misma figura, las lineas discontinuas indican diferentes
velocidades de fase paralospuntosPi (i =1, 2,3y 4).

Por e contrario, diremos que e medio no es dispersivo Si:

k(w)=a w (a, esunaconstantereal).
1 .

cw)== ; constante.
a

A partir de la ecuacion 2.31, la Velocidad de Grupo y Fase serian iguales
y constantes,
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c=U
P1 P> Ps Py
Xl o) A ™
3 P, P3 P,
X2 R . X=Ut
Py P> Ps P,

Ul uz U3

Figura 2.16. Deformacion de una onda por efecto de la
Dispersion con la DigtanciaTiempo. Las lineas
discontinuas unen puntos que tienen la misma fase. Son
pues las curvas que representan los cambios de la
Velocidad de Fase con la distancia. Por otra parte, las
lineas continuas (de pendiente constante), en este
diagrama espacio-tiempo, como mas adelante
demostraremos, representan “curvas”, de Velocidad de
Grupo constante (figura modificada de Lay & Wallace,
1995). Para este gemplo se supone que la distancia
entre las estaciones no es muy grande.

Ademas, no son funcion de la frecuencia, de manera que todos los
componentes arménicos de nuestra sefid vigan a la misma velocidad. Asi pues,
en un punto cualquiera del medio xo, en €l instante to (=c- xo), llegala energiade

todas las frecuencias que componen la sefial, en ese mismo instante.
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2.5.5. Principio de Fase Estacionaria.
A) Aplicacion.

La propagacion de una sefial temporal esta determinada por integrales de
la forma expresada en la ecuacion 2.22 (en las que intervienen coordenadas
espaciales y temporales):

F(xt) =] MW, X)€" - dw (ec. 2.33)

Consideramos propagacion en una sola direccién. Por 1o demés, la funcion
f(x,t), es una funcion totalmente general respecto al parametro tiempo “t”, del que
apriori no haremos ninguna suposicion.

En laecuacion 2.33:

M (W, X) = % F(w)AWw, X) (ec. 2.34)

MW, X) =W —?Xk(w) (ec. 2.35)

Esta tltima expresion representa el cambio de fase a propagarse la sefid
por el medio.

La evaluacion exacta de la ecuacion 2.33, es en general muy complicada.
Nosotros intentaremos aqui hallar e vaor de f(x,t), considerando Ila
aproximacion para grandes valores de la distancia “X” y, légicamente, como
supondremos una velocidad finita, implicara grandes valores del tiempo, “t”.

Trataremos de resolver el valor de la integral de la ecuacion 2.33 de una
manera asintética, para grandes valores de “t“, (mateméaticamente lo
expresaremos por: “t — ¥ “), en cuyo caso, podemos aplicar el Principio de Fase
Estacionaria (método que se debe aKelvin y Stokes).

Este Principio viene a decir, que cuando el pardmetro “t — ¥ “ (es decir,
fisicamente toma valores muy grandes), la integral de la ecuacion 2.33 tiende a
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cero (o lo que eslo mismo, f(x , t) — 0), excepto en los puntos donde la fase (la
funcion nm( w, X)), es estacionaria. Méas adelante veremos qué significa esto.

Aqui en este trabgjo, vamos a intentar dar una demostracion general,
somera y con apoyo gréfico, de dicho Teorema. Una demostracion rigurosa la
podemos encontrar en el ya citado libro de A. Papoulis (1962), pag. 139-142, y
en M. Bath (1968), pag. 41y ss.

La demostracion se basa en la idea del Limite Generalizado (Papoulis,
1962, pag. 277-278) y en el Lema de Riemann-Lebesgue, en € que se verificala
siguiente expresion:

lim :e"w‘f W)dw =0 (ec. 2.36)

tow

donde “b*y “a“, son constantes que pueden ser finitas o infinitas, y “f (w)“, serd
una funcion integrable en el intervalo “(a, b) “.

Laideaintuitiva que se debe retener de esto Ultimo gque acabamos de decir
se basa en que, cuando “t — ¥, el factor “e™" “, oscilard muy rapidamente, y
“f (w)"“, cambiara de forma comparativa muy lentamente, de tal manera que las
frecuencias muy cercanas interfieren destructivamente, anulandose entre si.

Sin embargo, el “Principio de Fase Estacionaria “, nos dice que la integral
de la ecuacion 2.33, puede aproximarse por los puntos donde la fase se hacia
estacionaria, es decir, donde:

mw, % = d“dvxl’ D g (ec. 2.37)

w=w,

La fase, mw, X), se hace estacionaria en el punto wp, cuando podemos
considerarla practicamente constante en frecuencias proximas a Wo (ver Figura
2.16).

Para calcular de una forma aproximada la integral de la ecuacion 2.33, y
con ello e valor de f(x, t) en determinados puntos, considerados estos como las
frecuencias donde la fase se hace estacionaria, aplicamos un desarrollo en serie
de Taylor de la Fase m(w, X) en dicho punto (de momento supondremos que la
fase silo posee un punto donde es estacionaria).

mw, x) @ wo, x)+ m(wo, X)(wW—wp) +
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+ 1/2m’(wo, X)(W—Wo )% + ...

Donde ni’(wo, x) esladerivada segundaen e punto wo :

m'(w, x} :—dzn‘(v!, X)

dw e
—o
A
tm(w)
0 Wo Frecuencia
A
cos{ tm(w)]
0 Frecuencia

Figura 2.17. Representacion grafica de un punto de Fase

Estacionaria, wo. En general la funcién cog tm(w)] ,
oscilara muy rapidamente, excepto donde su argumento
sea estacionario.

Como se ha considerado wo, un punto donde la fase se hace estacionaria, €
término lineal es nulo y nos quedamos solo con € término cuadratico para la
frecuencia’,

mw, X) @r( Wo, X)+ 1/2m"(Wo, X)(W-wo )?+ ...  (ec.2.38)

3 Suponiendo que la Fase tiene un comportamiento lo suficientemente suave respecto a la frecuenia, las
derivadas de orden mayor que dos, son despreciables.
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Si se sugtituye esta aproximacion de la fase en la ecuacion 2.32, sabiendo
gue el término mWwo, X) s constante parala frecuencia, ya que esta particularizado
para la frecuencia wo, se puede sacar fuera de la integral. También podemos
aproximar, M(w, X ) @M(wo , X ). Siendo pues, este ultimo factor también
constante, para las frecuencias. Obtenemos pues;

+00 . . +0  itm’ (W_W())2
L M (W, X)e|tm(w,x) dw =M (WO,X)elm-(WD’X) '[ eltl’ﬁ (Wg.Xx) 2 . dw (eC 239)

En este caso aungue consideremos tiempos muy grandes (es decir, t —¥),
ahora, en la integral del segundo miembro de la ec. 2.39 en la que aparece &l
factor exponencia de la frecuencia (que depende de la potencia cuadrética de la
frecuencia), hace que no se anulen los arménicos muy cercanos (como para la
integral del Lema Riemann-Lebesgue). Al contrario, estos interfieren
constructivamente, asi pues, en laintegral de la ecuacion 2.39, debemos tener en
cuentalainfluencia de las frecuencias vecinas a la frecuencia wo.

Resolviendo la integral del miembro derecho de la expresion 2.39, que es

igual al valor de +/i-p , obtenemos €l valor de la sefia en el punto donde lafase
se hace estacionaria:

f(xt)=2-M(W,,X) xk'z'?w ) -cos{wot — xk(w,) —%} (ec. 2.40)

Hemos supuesto, que m{w, X) es una funcion impar, de forma que s
ni(wo,X)=0, entonces también lo es mi(-wo, X). Hay pues a menos, dos puntos
gue hacen la fase estacionaria, Wo y —wWo. Como la integral esta extendida tanto
a valores positivos como negativos de la frecuencia, € integrando de la ecuacion
2.39. da lugar a dos términos conjugados que estan sumados, quedando sblo los
términos real es (como hemos hecho aparecer en la ecuacion 2.40).

Hemos tenido en cuenta los valores de m(w, X) y, sus respectivas derivadas
respecto alafrecuencia:

rr(w,x):w—?xk(w) ,

entonces,
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(W, x) = 1—?Xk'(w) (ec. 2.41)
y
) =X IkW) X
m'(w, X) = C an? . k" (w) (ec. 2.42)

Siendo k’(w) y k*’(w ), respectivamente, las derivadas primeras y segunda
respecto a la frecuencia. Valores estos, que hemos tenido en cuenta para obtener
laecuacion final delafuncion f( x, t) (ec. 2.40).

Para terminar con esta demostracion, si suponemos gue la fase mw,x)
contiene “n-frecuencias® (w1, W2 ,.....Wn) donde se hace estacionaria, obtenemos:

f(xt)= Z-iM (w,,X) trrﬁ?w.) -cos{trr(wi , X) +%} (ec. 2.43)

Hemos pasado pues, de una sefial, que obteniamos como suma continua
de frecuencias (a través de una integral, ec. 2.33), a una sefia que se obtiene
como un sumatorio discreto, y en principio finito, de armdnicos.

B) Conclusiones.

Vamos a comentar en este apartado, ademés de lo que ya hemos dicho,
algunas de las consecuencias fisicas que podemos extraer del resultado anterior,

obtenido por el “Método de Fase Estacionaria “, desde un formalismo puramente
matematico:

B.1. Al igua que e Fenémeno de la Dispersion, el Principio de Fase
Estacionaria solo tiene aplicabilidad para una sefia que esta formada
por una banda de frecuencias mas o menos ancha. Si tuviéramos una

sefial con una frecuencia Unica, no podriamos hablar de interferencia
entre armonicos.
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B.2. El Principio de Fase Estacionaria tiene soluciones distintas de la trivia,
s el medio es dispersivo.
Esto significa que existe una Ecuacion de Dispersion para €l medio por
el que se propaga la sefial, en la que e pardametro k(w) tenga una
dependencia mas 0 memos complicada de la frecuencia (siempre que no
sea lineal), de tal manera, que lo que hemos Ilamado la fase de la sefial
en estudio “tm(w,X)", se haga estacionaria en determinadas frecuencias.
Es decir, que la funcion mw, X), tenga un maximo o minimo en
funcién de lafrecuencia

Asi pues, igualando a cero, laderivada de mw , x), (ec. 2.35):
mw,,x) =1— tfk'(wo) -0 (ec. 2.44)

Despejando el valor de la relacion “x/t ”,

X 1
t

==Y (ec. 2.45)

Esta ecuacion supone una dependencia entre la relaciéon espacio-
tiempo y la(s) frecuencia(s), que hacen estacionaria lafase (Wo ). Yalo
habiamos comentado cuando se introdujo la Figura 2.16.

Asi pues, la ecuacion 2.45, nos permitira calcular para un posicion
X = Xo Y en un instante cualquierat = to, la frecuencia w = wo, que
observariamos. Fijese €l lector cdmo influye la Ecuacion de Dispersion
del Medio Fisico (o mejor dicho su derivada).

En el caso de las Ondas Sismicas, si consideramos la posicion de
observacion (Xo), fija, la ecuacion 2.45 nos permite calcular qué
frecuencias podemos observar (0 registrar) a medida que el tiempo va
transcurriendo (y este registro son los sismogramas).

La ecuacion final 2.40, la podemos expresar en funcion del punto
de observacion (x) y € tiempo transcurrido (t).

Por otra parte, la expresion 2.45, es la Velocidad de Grupo de la
sefial paralafrecuencia wo (como habiamos definido en su momento):
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UWw,) = (ec. 2.46)

Habiamos dicho que la velocidad de cada armonico (frecuencia),
venia dado por la Velocidad de Fase, pero, como una sefial real esta
compuesta por la interferencia (suma) de muchos arménicos (a veces
infinitos, recordemos la Integral de Fourier), sera la Velocidad de
Grupo la que nos permite averiguar qué frecuencias podemos observar
para una posicion e instante de tiempo determinado. Se puede
comprobar que la frecuencia instantdnea para una posicion fijaes,

W(t):(af ((;[(,t)j

Es decir, precisamente el valor de wpo .

Relaciones entre la Velocidad de Fase y Grupo en un medio
anisotropo®, podemos encontrarlo en el libro de Kennett, 2001.

B.3. Si consideramos cierta analogia con la funcién ejemplo, que expusimos
al principio de este apartado (ec. 2.15), y el resultado que obtuvimos en
su momento (ec. 2.20), laecuacion 2.40, la podemos expresar como:

f(xt)= pl F(w,)R(x,t)coslf (x,1)] (ec. 2.47)
Donde:
R(x,t) = A(W, X) ka'?WO) (ec. 2.48)
Y,

4 Recuérdese que la anisotropia es una caracteristica del medio, en e cual, la velocidad de propagacion
de una perturbacion, depende de la direccidn de vibracion de dicha perturbacion. Ver articulo de Aster et
al., 1990.
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B.4.

F(x.1) = k(wo)I

Wo . o+, P
k(wo)t X] + 4 (ec. 2.49)

Sabiendo, que wo es funcion de la relacion (t/x), por la ecuacién
2.45. S nos fijamos en & argumento de la funcion coseno, ec. 2.47,
f (x,t), podemos considerar la sefia f(x, t) como un sefia modulada, con
una frecuencia portadora wo, que se propaga con la llamada Velocidad
de Fase (ec. 2.30).

c(w,) = k‘(’\‘l’s ) (ec. 2.50)

Asi pues, |afase queda de la siguiente forma:
f (x,t) = kw,)[c(wy)t - ><]+'°Z (ec. 2.51)

Y en cuento a factor R(x,t), diriamos que es e término Modulador
en Amplitud de la sefia debido al Medio, sabiendo que las frecuencias
observadas en cada instante (Wo), vienen determinadas por laVelocidad
de Grupo (relaciones 2.45 y 2.46).

Ocurre gque la sefid no estaria sdlo modulada en amplitud, si no en
frecuencia también, ya que la frecuencia de la sefid portadora va
cambiando con €l tiempo, controlada por Velocidad de Grupo, como ya
se hadicho en varias ocasiones.

El termino R(xt) es en principio, inversamente proporciona a la
raiz cuadrada de la distancia recorrida; asi pues, aparece el término que
conocemos como “Atenuacion Geométrica“, sin haber hecho casi
ningun tipo de suposicién sobre la sefial, pero que se corresponde con la
dependencia especia de una onda canalizada dentro de un medio (por
giemplo, una capa sobre un medio semi-infinito en e que la onda se
propaga solo en dos dimensiones), y que hemos llamado Sefid
Estacionaria.

Diremos que nuestra sefid se hace estacionaria siempre y cuando
consideremos tiempos suficientemente largos (mateméticamente
expresados por t ® ¥ ), lo queimplicagrandesdistancias, (x® ¥). De
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agui que la aparicion de las ondas canalizadas (en sismologia |lamadas
Ondas Superficiales), tengalugar a distancias mas o menos lgjanas de la
fuente. Se pueden consultar las reglas empiricas que han sido dadas
para la atenuacion geométrica de la onda S a distancias regionales
(podemos citar entre otros a Hasegawa, 1983). Se la conoce como onda
interna (Sg), para distancias menores de 100 km, con una atenuacion
inversamente proporcional a la distancia para la amplitud (frente de
ondas esféricos). También como onda canalizada (Lg), para distancias
mayores de 100 Km, con una atenuacion con la distancia de la amplitud
menor gque en el caso anterior (en muchos casos Se supone inversamente
proporcional al inverso de la raiz cuadrada de la distancia, que
corresponderia con la expansion del frente de ondas seguin la superficie
lateral de un cilindro).

B.5. Paraterminar esta serie de conclusiones, podemos decir, que nuestra
sefid (ec. 2.33) se propaga por un medio dispersivo, pero Si esto no
fuese asi (donde no existiera una verdadera Ecuacion de Dispersion),
por e Lema de Riemann-lebesgue (ec. 2.36), se verificaria para la sefial
que:

f(x,t) 20 cuandot > ¥,

Fisicamente quiere decir, que la sefid es transitoria, no estacionaria. De
tal forma que s en un punto Xx=xo, la onda comenzando en un
determinado instante t = to , tendra una duracién finita (dependiendo de
lafuente), pero después de un cierto tiempo, como todas las frecuencias
vigian alamismavelocidad, la sefial se extinguird. No ocurre lo mismo,
con las sefiaes que vigjan por un medio dispersivo, donde la sefial se
hace estacionaria. Si la sefid de partida tiene un contenido frecuencial
mas 0 menos grande, la duracion de la sefial es mucho mayor, que para
un medio no dispersivo, dando lugar a los conocidos “trenes de onda .

2.5.6. FasedeAiry.

Comenzamos preguntandonos ¢gué ocurre s en la ecuacion 2.39,
k’’(wo)=0 ?. Es decir, si se esta en un minimo (0 méximo) de la Ecuacién de
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Dispersion. Hasta ahora no hemos dicho nada o casi nada, sobre la dependencia
con la frecuencia del parametro k(w), o lo que es lo mismo, sobre la forma
especifica de la Ecuacion de Dispersion.

Si en laecuacion 2.39, lafase tuviese un punto doble, es decir;

m(wo,X)=m’(wo,x)=0

Implicaria (por la ecuacion 2.34) que k’(wo ) = 0O, y que estariamos ante
un minimo o un maximo de la Velocidad de Grupo, como hemos dicho antes.
Tendremos un punto de singularidad para wo, en € resultado final de la ecuacién
2.39. Para evitar esta singularidad, s se toma nuevamente el desarrollo en serie
de m(w, x), como ya se hizo en su momento, como la segunda derivada de n{w, Xx)
se anula en wo, se incluye e término siguiente (término cubico), en el desarrollo.
Al sustituir este desarrollo en la integral de la ecuacién 2.32, aparecen las
[lamadas integrales de Airy [ver Bath, M. (1968), pp. 58-65, para la resolucion
de estetipo de integrales).

Las amplitudes que se obtienen para la sefid f(x, t), en este punto y
proximos a él, se denominan Fase de Airy, y viene dada de una forma general, no
por la ecuacion 2.39, si o por;

13
f(xt) =M (W, Xx) F%) {kafs(w J -cos[w,t — k(wo)x+pz] (ec. 2.52)

Donde;

I'( o) : eslaFuncién Gammadel valor a.
k'’(wo) : es la derivada de tercer orden del pardmetro k(w) , en la
frecuenciawp .

Se observa que para la Fase de Airy, €l Factor de la Atenuacion
Geométrica decrece con una dependencia de la distancia de x V3, para la
frecuencia wo, y proximas a éstas, en contra de lo que ocurre para otras
frecuencias de la Curva de Dispersion donde la Amplitud decrece como x V2,
Esto intuitivamente puede ser explicado diciendo que todas las ondas de
frecuencias comprendidas en un entorno alafrecuencia wo , tienen précticamente
la misma velocidad de grupo, 1o que permite que lleguen en instantes muy
cercanos en el tiempo. Esto hace que se sumen |as amplitudes de todas ellas. En
Udias & Mézcua, 1997, pp. 191 y 192, tenemos una idea grafica de lo que
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acabamos de decir. Volvemos a ver, como la atenuacion con la distancia de una
onda depende de laforma en que los componentes armonicos interfieren entre si.

El resultado es que a medida que la onda se va propagando en el espacio,
la Fase de Airy (las frecuencias proximas a un punto de maximo o minimo de la
velocidad de grupo), se va atenuando mas lentamente que € resto de las
frecuencias de la Curva de Dispersion. Esto implica que para distancias lo
suficientemente grandes, la Fase de Airy presentaria una amplitud mayor que las
demés.

2.5.7. Aplicacion del Fenomeno dela Dispersion.

Hasta ahora se ha tratado el fendmeno de la dispersion de una manera muy
general, no se han hecho muchas alusiones a sefiales sismicas y a problema
sismoldgico. Hemos querido definir unos conceptos muy generales, con cierta
rigurosidad, que bien se pueden aplicar a cualquier otro tipo de sefides, que no
tienen por que ser las ondas el sticas de la sismologia.

La aplicacion de todos los conceptos dados arriba, en un plano puramente
sismoldgico, conocido con el nombre de “ Ondas Superficiales “, esta tratado en
muchos temas, de muchos libros de sismologia, por citar algunos. Aki, K. &
Richards, D.G. (1980), en e Tomo |, Capitulos 7y 6, Lay, T. & Wallace, T.
(1995), Capitulo 4. Bullen, K.E. & Bolt, B.A. (1993), en & Capitulo 5, y Udias,
A. & Mézcua, J. (1997), Capitulo 10.

En e caso concreto de la sismologia, € medio por donde se propaga las
ondas generadas por una fuente sismica o terremoto, es el interior de la Tierra
cuya funcion de transferencia habiamos representado por la ecuacion 2.21.

H(w, x) = A(w, X )ea(w.x)

En el término “A(w, X)”, podemos incluir la atenuacion anelastica, el
scattering, etc.,... y hemos asociado todo el fendmeno de la dispersién al término
de la fase, “q(w, x)’.

Dicha ecuacion representa un medio no dispersivo paralas llamadas ondas
internas, Py S, que vigjan por € interior de la Tierra, es decir, sus Velocidades
de Fase y Grupo son iguales, y por tanto no dependen de la frecuencia. Sin
embargo, cuando estas ondas llegan a “canalizarse” por las capas mas
superficiales de la Tierra; Corteza y Moho Superior, el medio por e que se
propagan se comporta como un medio dispersivo, con una Ecuacion de
Dispersion caracteristica, que depende directamente de las constantes del medio,
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gue en nuestro caso, pueden ser velocidad de lasOndas Py S, rigidez del medio,
numero de capas, etc.,...



Capitulo 3.

Propiedadesdela
propagacion de Ondas
Canalizadas.

3.1. Introduccion.

En este capitulo, se incluyen, diferentes aspectos de la propagacion de las
Ondas Canalizadas u ondas que se propagan en medios estratificados. No sevaa
exponer la teoria sobre propagacion de ondas en medios estratificados de una
forma integra, que el lector podra encontrar en los textos de sismologia que se
han citado en e capitulo anterior. No obstante podemos destacar a Aki &
Richards (1980), en € Cap. 7, donde trata el Método de la Matriz Propagadora
(debido a Gilbert & Backus), particularizada para el método de la Matriz de
Thomson-Haskell. Aqui se a van comentar ciertas propiedades interesantes,
haciendo hincapié en los aspectos mas originales de este trabajo, de una teoria
que esté solidamente construida. Nos remitimos a Apartado 2.2.1, para retomar
las conclusiones expuestas. Mas tarde profundizaremos en modelos més
complicados.

3.2. Relacion entreun Modo de Propagacion
especifico y un determinado Haz de Rayos.

A) Capaliquidasobreun mediorigido.

Habiamos supuesto en el Apartado 2.2.1, un modelo muy simplificado de
corteza, es decir, una capa de un determinado espesor sobre un medio

53
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semi-infinito, cuya velocidad para las ondas elésticas es mayor que la velocidad
de la capa. Aunque e modelo es sumamente sencillo, se pueden extraer
conclusiones muy generales e importantes. En este apartado se plantea un
modelo mas simplificado aun, pero que permite deducir con cierta rigurosidad,
las propiedades y conclusiones que se veran al final.

Suponer una capa liquida de espesor H, y velocidad de Ondas P, “a “
sobre un medio rigido. Sabemos gque en el medio liquido no pueden propagarse
ondas S.

Como se ha dicho ya, no se va a plantear agui la ecuacion de ondas, con
las condiciones de contorno, que deben ser; para la superficie libre, esfuerzos
verticales nulos (t3:=0), y en la base de la capa liquida, la componente vertical
del desplazamiento es nula. Su resolucion no entrafia ningun problema, ver Udias
(1999) y un tratamiento algo diferente y mas completo en Ewing & et. (1957), en
el Cap. 4-4.

Este modelo nos permite obtener una de |as Ecuaciones de Dispersion mas
sencilla que podemos suponer®;

co{kHw/C—i—lJ:O (ec. 3.1)
a

Esto implica que;

2
kH‘/;:—2—1:2n2+1p . n=012. (ec32)

c ; es la velocidad aparente de las ondas canalizadas dentro de la
capa.
Se debe verificar que c > a ; paraque €l radical de las ecuaciones anteriores, sea
un numero real. Recordemos que en funcion del angulo de incidencia (ec. 2.2).

Donde:

5 Ewing et al. (1957), obtiene:

02

Ecuacion, que es analoga ala ecuacion 3.1, de este trabagjo.
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k ; es el nUmero de onda correspondientes a esa vel ocidad aparente.

K = Kaseni (ec. 3.3)

ka ; Es el nimero de onda de la sefid en la fuente, y no
depende del angulo de incidencia.

a=— (ec. 3.4)

w; eslafrecuenciadelasefia inicial.
Y lafrecuencia de corte para cada modo, viene dado por;
w, = P(n+2%) (ec. 3.5)
H
Obteniéndosepara w = we, ¢ = ¥. (VerFigura3.l).

Donde se obtiene esta sencilla Ecuacion de Dispersién en funcion del
angulo de incidencia.

Si se utiliza la ecuacién 3.4, para expresar la Ecuaciéon de Dispersion, en
funcion de lafrecuencia, y considerando w = wp unafrecuenciafija.

Yo 1 cosi = @+l p
a

(ec. 3.8)

Para el modo fundamental; n= 0, tenemos:

w :
—2 H cosi, =—

N O
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Modo
Fundamental Modos Superiores

Figura 3.1. Curvas de Dispersion para una Capa L iquida sobre

un Medio Rigido. Modo Fundamental (n = 0) y Modos
Superiores. Sabiendo que: ¢; Velocidad de Fase vy, w ;
frecuencia

Paralos siguientesmodos n = 1, 2,...

P =Y

w : w ,
—Hcosi,=—"—, —2Hcosi,="—,.....
a 2 a 2

Luego para una determinada frecuencia tendremos un nimero de modos
limitados, de tal manera que se verifica

COSlp < coSl1 < coS2 <...

O lo que eslo mismo,
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% >i0>i1>i2 ...>0. (ec. 3.9)

En cuanto alos limites impuestos en la expresion de arriba, recordemos €l
Apartado 2.2.1, donde se dedujo la Ecuacién de Dispersion para € caso de una
capa sobre un medio semi-infinito, en & que los rayos deberian ser rayos
supercriticos, es decir, con angulos de incidencia mayores que € critico (ic). En
este caso, siendo un medio semi-infinito rigido, € angulo critico es cero. (Ver
Apéndice B).

Esta, deduccidon permite concluir, que para una frecuencia determinada
(Wo), €l modo fundamental representa el rayo con mayor angulo de incidencia, es
decir, es el rayo més rasante a las superficies de separacion. Asi pues, ordenes de
modo mayores, representan rayos mas verticales (Ver Figura 3.2).

: - i
lj£1 I

JTTITT I 7T 7T 777777777
Medio Rigido

Figura 3.2 Modelo de una Capa Liquida sobre un Medio
Rigido. Donde ij.1, ij e ij+1; sonloséngulos deincidencia
para tres modos de vibracion sucesivos, con ij.1 > ij > ijs1 ...

Si volvemos a la ecuacion 3.8, se puede ver gque cuanto mayor es la
frecuencia, mayor es e numero de modos (o0 rayos) que pueden existir.
Interesante propiedad que mas adelante aplicaremos, de forma particular, a la
Onda Lg, y para €l rango de frecuencias de los terremotos regionaes (Capitulo
5). Por otra parte, si disminuimos el espesor de la capa (H), menor sera el nUmero
de rayos que podemos tener, para una misma frecuencia.

Esta propiedad, esla que se utiliza en telecomunicaciones, en la tecnologia
de fibra dptica, donde el diametro de la fibra se reduce al valor de la longitud de
onda (en este caso del haz de luz, como onda electromagnética), obteniéndose
una fibra de un solo modo, que se comporta como una guia de ondas. Asi pues,
la luz se propaga paralelamente a ee de la fibra, cas sin rebotar en las
superficies (con angulos de incidencia proximos a 90°).
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B) Capa Elastica sobre un medio semi-infinito elastico.

Todo lo dicho en el apartado anterior (Apartado A), aungue sea un modelo
muy sencillo e ideal, es igualmente valido para el modelo que consideramos en €l
Punto 2.2.1, es decir, propagacion de una onda en una determinada direccion, en
una capa solida de espesor H sobre un medio semi-infinito, cuyas velocidades de
las ondas de cizalla habiamos supuesto b: y bz, respectivamente, y en que los
modulos de rigidez eran m y nm, respectivamente, con bz > bs.

Las curvas se obtenian de la ecuacion de dispersion (ec. 2.7), y las
frecuencias de corte para cada modo, vienen dadas por la ecuacion 2.8.

La ecuacion de Dispersion en este caso es mucho mas complicada (ec.
2.9), y deducir algun tipo de propiedad para €l angulo de incidencia, resultaria
mucho mas tedioso y complicado. Se puede observar que a medida que
aumentamos €l orden del modo, mayor es la velocidad de fase, para una
frecuenciadeterminada (w = wo). VéaselaFigura 2.3, del Capitulo 2.

b1 <Co< ci<cC <..<bh (ec. 3.10)
Donde c¢o eslavelocidad de fase del modo fundamental y, c¢,, conn=1,

2,3,..., lavelocidad de los modos superiores respectivamente.

Suponiendo que la velocidad de fase, viene dada por la ecuacion 2.2;

Dondein esel angulo deincidencia parael modo n.

L uego paralas desigualdades de |as inecuaciones 3.10, se tiene;

1 > senip > seniz > Seniz >...... > senic.

Y por tanto;
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p/2 >0 > 11 > 02 >...... > e

Dondeic, es el angulo critico, que vendra dado por ic = arcsen (b1/b>).

Al igual que antes, aunque ahora se ha tenido que recurrir a una
demostracion mas o menos grafica; para una determinada frecuencia e modo
fundamental (n = 0), representa el rayo maés rasante a las interfaces, y a medida
gue aumentamos € orden del modo (n = 1, 2, 3,...), menor es el angulo de
incidencia del rayo que representa, es decir, mas cerca del angulo critico.

Se puede decir que, para una determinada frecuencia®, considerando la
interpretacion de las ondas canalizadas a partir de la interferencia constructiva de
rayos, e modo fundamental es el que apareceria a una distancia epicentral mayor
(debido a su mayor angulo de incidencia), véase la Figura 3.3, en la que se
representa de forma grafica, esto Ultimo que se acaba de decir.

b2 Medio Eléstico
Semiinfinto

Figura 3.3. Modelo de una Capa Elastica sobre un Medio
Elastico Semi-infinito. Sea: io ; angulo de incidencia asociado
al Modo Fundamental, ij; &ngulo asociado con un Modo j
Superior. (Véase explicacion detallada en el texto).

6 |as sefiales sismicas reales, tienen un contenido energético limitado, en una cierta banda de frecuencias,
es decir, sefiales que no poseen infinitas frecuencias.
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3.3. Relacion entrela Teoria de Rayosy Modos
de Vibracion para un modelo de dos capas.

Hasta ahora se ha trabgjado con un sencillo modelo de una Capa Plana de
espesor H, sobre un medio semi-infinito de mayor velocidad que la capa. (Ver
Figura 2.4.). A pesar de su sencillez este modelo ha permitido llegar a
importantes conclusiones sobre las ondas canalizadas (ondas SH), conclusiones
gue se pueden considerar del todo generales.

Pero siguiendo en la linea de intentar unir las dos Teorias; lade Rayosy la
de Modos, vamos a ver que ocurre cuando se introduce una capa mas en €
modelo de capas, es decir, se va a considerar un modelo de dos capas planas
paralelas de espesores Hi y Hz, respectivamente, y velocidades de cizallab: y
b> , sobre un medio elastico semi-infinito de velocidad bs, considerando asi, un
modelo més realistico de corteza terrestre, y por ende mas complicado, con bs
>hy > b .

Se han definido sdlo las velocidades de cizalla, bi (i = 1, 2, 3), pues como
en los otros casos, sélo consideraremos ondas de tipo SH ( Ondas Love), ya que
permite simplificar el problemaen gran medida.

La Ecuacion de Dispersion, en esta ocasion, es muy complicada, ver
Ewing et al. (1957) en Capitulo 4-3, donde resuelve la ecuacion de Ondas para
un modelo compuesto de dos capas liquidas superpuestas a un medio liquido
semi-infinito, dando una expresion analitica para la Ecuacion de Dispersion para
dicho modelo.

Se pueden observar, las Curvas de Dispersion, para el modelo en cuestion,
al principio de este apartado, y cuya Ecuacion de Dispersion habria que resolver
de unaformanumeérica (Ver Figura 3.4).

Asi pues, para la frecuencia wo (considerando una y solo una frecuencia),
el Modo n, seguin la interpretacion expuesta, representaria un rayo con un angulo
deincidenciain, entre las dos capas y que no se transmite a la capa segunda, pues
incide con un angulo mayor que €l critico (i,) para estos dos medios. (Ver

Figura 3.5).
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Cc
b3 \ Mo
n+2
Mo
n+
b2 \ Mo
n
Mot
bl ..............
™o w
Figura 3.4 Forma cualitativa de las Curvas de
Dispersion de Velocidad de Fase de Ondas Love, para
un medio de dos capas y un medio semi-infinito.
Sabiendo que:

i, =arcsen(b,/b,)

Sin embargo, para e modo n+1, (ver Figura 3.4) en la frecuencia wo,
representa un rayo que si se transmite a la capa 2. Asi, pues todos |os rayos con
angulos de incidencia comprendidos entre i°, < i < i, , SON rayos supercriticos

para el medio semi-infinito, pero que se transmiten ala segunda capa.

Siendo:

i"c=arcsen( b1 /bs)
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Capal

Capa 2

b3 Sustrato

Figura 3.5 Rayos de frecuencia wp en interferencia
constructiva, para anhgulos de incidencia | < iCl , que llegan a
la segunda capa. (Ver texto).

Que fécilmente se deduce de la condicién de éangulo critico, entre la
segunda capay e medio semi-infinito.

Se puede deducir, que en el caso que se esta considerando, € modo n, ala
frecuencia determinada wo , representa un rayo gque vigja canalizado o guiado, tan
solo por la primera capa y no le afecta la presencia de la segunda capa. Sin
embargo el Modo n + 1, representa un rayo que vigja canalizado por ambas capas
(Capaly 2). Esdecir, representaria un rayo supercritico entre la segunda capa y
el medio semi-infinito, que vigja en interferencia constructiva entre la superficie
librey el medio semi-infinito. (Ver Figura 3.6).

Delo expuesto, se pueden sacar las siguientes conclusiones:

A) Debe quedar claro; que no son los modos de orden més bajos los que
penetran méas profundamente en € interior de la Tierra, como se puede
observar en las Curvas de Dispersion, (Figura 3.4). Por todo lo que se ha
dicho agui, son los modos de orden inferior, los que se propagan por las
capas més superficiales de la Corteza, para una determinada frecuencia o
rango de frecuencias. Quizas el poder de penetracion de los modos (o
rayos) esta mas relacionado, con la banda de frecuencias que estemos
considerando y la atenuacion (anelastica y “scattering”) del medio.
Debemos pensar que los modos de orden inferior, son los que existen a
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bajas frecuencias, y estas frecuencias a su vez, son las que menos
atenuacion sufren.,

Figura 3.6 Interferencia constructiva para un modelo de dos
capas y un medio semi-infinito, (de Ewing et al., 1957) .

B) Enun modelo de varias capas, la capa més superficial siempre contendra
rayos en interferencia constructiva para todos los modos de vibracion que
pudieran existir, dentro de un rango de frecuencias considerado. Asi pues,
ciertas caracteristicas de las capas més superficiales, pueden afectar
decisivamente al modelo completo de Corteza, por la que se supone que se
propagan ciertas ondas canalizadas (). ondas Lg). Mas adelante se vera de
una forma més cuantitativa, la influencia que tiene una capa superficia de
sedimentos poco consolidados. En particular, € efecto de su espesor y
sobre todo, la gran atenuacion que una capa de este tipo tiene.
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3.4. ;Por quélasondas P, no producen ondas
superficiales? Fendmeno de Leaky Modes.

3.4.1. Modelo de una capa sobre un medio semi-
infinito.

En muchos textos de Sismologia, incluido este trabajo, consideran que las
ondas superficiales, tomadas como Ondas Canalizadas entre la superficie libre y
alguna discontinuidad en €l interior de la Tierra, se producen por lainterferencia
constructivade las ondas S.

Es un hecho constatado, asociar ondas canalizadas u ondas guiadas, como
trenes de ondas que aparecen después de las ondas S, con velocidades asociadas
mas a las ondas de cizalla, que a las ondas P. En la Figura 3.7, se muestra un
terremoto con epicentro en Argelia de 4 de Septiembre de 1996, de Magnitud 4,6
registrado en la estacion de banda ancha, THOR, estacion experimental instalada
en & Observatorio de San Pablo de los Montes (Toledo), donde puede verse
como aparecen ondas superficiales de gran amplitud inmediatamente después de
laonda S, lo cua nosindica gue han tenido unaformacién muy reciente.

En este Apartado, nos proponemos dar una sencilla explicacion desde €l
punto de vista de la teoria clasica de rayos; el porqué no se encuentran “ondas
canalizadas®, asociadas a la onda P, del tipo de la onda Lg. Estas Ultimas se
propagan eficientemente por la Corteza a través de largos caminos (recordemos
la definicion de onda Lg, que se dio a principio de este trabgjo). Para la onda
Pg, la propagacion es mucho menos eficiente. Xie & Lay (1994), han tratado
este tema.

Como ya se ha mencionado a lo largo de este trabagjo, para que surjan
Ondas Guiadas es necesario que los rayos interfieran constructivamente, y que
los rayos sean supercriticos (es decir, con angulos de incidencia mayores que €l
critico). Consideremos un modelo de una capa solida, plana, de espesor H
constante, sobre un medio semi-infinito, también solido. Sean las velocidades de
lasondas Py S ai y b, ,respectivamente parala capa, y a2 y b2 , las
respectivas velocidades, para el medio semi-infinito.

Sabiendo que una onda que representa cambios de volumen, (onda P),
cuando incide sobre la superficie de separacion de dos medios solidos, como es
el caso de la superficie de separacion entre la capay €l sustrato, da lugar a ondas



Capitulo 3 Propiedades de la Propagacion de ... 65

Py SV, reflegjadas’ (en lacapa) vy, refractadas P y SV, (que se transmiten al
medio semi-infinito), segun la Ley de Snell (Ver Figura 3.8). Este tipo de ondas
reflgjadas, también se obtienen cuando incide laonda P en lasuperficie libre.

Por laLey de Snell, se puede escribir:

Seni, seng, _ seni, _ seng,

a, b, a, b,

(ec. 3.11)

7 Laonda SV, eslacomponente contenidaen el Plano de IncidenciadelaondaS.
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Yy ir = Ip
P, SV
9 Pr
ip
iy
as, by Capa
as, by Medio
It Pt
g
SVt

Figuras 3.8 Rayos que se obtienen en la interfase de dos
medios SAlido, cuando incide una onda P. Denotamos por P, y
SV: ; los Rayos Py SV Reflgjados respectivamente. Y por Py
SV;; losRayos Py SV Transmitidos respectivamente.

Donde;

ip , es el angulo deincidencia de la Onda P incidente.

ir , it , son los angulos respecto a la normal a la superficie de
separacion de ambos medios, para los rayos, de la onda P

reflejados y transmitidos, respectivamente.

g, g, son los respectivos angulos para los rayos de la onda SV,
reflegjados y transmitidos.

No se va a exponer € desarrollo sobre la particion de energia incidente

entre las ondas reflgjadas y refractadas que se obtienen de la Ecuacién de Ondas,

particularizada para las condiciones de contorno, en la superficie de separacion

de ambos medios fisicos. La resolucion de este “sencillo” problema, para el caso

de ondas planas, se puede encontrar en los textos de sismologia que se han

venido citando.
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En esta ocasidon, vamos a centrar nuestra atencion en un caso particular.
Para comenzar, supongamos las siguientes condiciones para las velocidades de
ambos medios:

az > a1 (ec. 3.12.9)

b2 > by (ec. 3.12.b)

Dichas condiciones son necesarias, como ahora veremos, para obtener
ondas reflegjadas supercriticas Py SV, (ver Figura 3.9) y ondas inhomogéneas P
y SV, en e medio semi-infinito. En la literatura inglesa este tipo de ondas es
conocido como “evanescent wave*®.

Asi pues, por laya mencionada Ley de Snell particularizada para €l angulo
critico, obtenemos, segun €l tipo de onda que consideremos:

A) ParalaondaP reflejada critica;

seni, 1 . a,
=—=sni, =—
al az a2

Condicién que se cumple sin ningun tipo de problema, en cualquier
modelo estandar de corteza.

B) Para obtener la onda SV refractada critica, de manera similar, se tiene
que:
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\4

Pt

Figura 3.9 Ondas Inhomogéneas Py SV (P: y SVi ), que se
obtienen para ondas P-Incidentes, con angulos de incidencia
mayores que €l critico, segun las condiciones de la ecuacion
3.12.ay.3.12.h.

Condicion que en principio puede ser valida.

C2

seni_ =21 (ec. 3.13)
b,

Vamos ahora a estudiar esta Ultima ecuacion paralos model os normales de
corteza.

Si se modifica ligeramente, la ecuacion 3.13, se puede escribir, sin
cambiar su valor:

_ a,/b,

seni,
’ bZ/bl

Si suponemos una razon mas 0 menos estandar, de Velocidades para las
ondas P y S en la corteza (que en nuestro caso esta representada por la capa), de
aproximadamente 1,75, es decir;

a,/b, =3

Se obtiene, paralaexpresion del angulo critico antes expuesta,
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seni, = E
b, /b,
b, . 48
b, seni_
Como: seni, <1 = */5 >./3
: seni,
Por lo tanto,
b,/b, >3 = b,> 175b, (ec. 3.14)

Se puede comprobar, buscando en los modelos estandar de corteza (p. e.
Boletin IGN de Sismos Préximos del afio 1997), si dicha condicion puede darse
facilmente.

No es féacil encontrar, de forma natural, tal discontinuidad de velocidades
entre dos capas contiguas de distinto material. Luego la condicion 3.14, no es una
condicion realista, pero mientras dicha condicién no se verifique, habra una fuga
importante de energia en forma de ondas SV, hacia el medio semi-infinito en este
caso, ya que no quedan atrapadas en la capa. Es |0 que se conoce en laliteratura
inglesa, como Fendémeno de “Leaky Modes*“ (ver Aki, K. & Richards, P.G.,
1980. Cap. 7.6). Mas tarde estudiaremos este fendbmeno, con un poco més de
detalle, cuando se resuelvan las integrales de la Ecuacion de Onda, para una
Fuente Puntual, en una capa sobre un medio semi-infinito, con un desarrollo
matemético, mucho méas complejo.

El fendmeno de “Leaky Mode", que estudia la energia no canalizada en la
capay que se da paralas Ondas P de una forma muy importante, explica porque
las ondas P, no producen ondas Superficiales de una manera eficiente. Este
fendmeno, también se da para las ondas S, aunque en menor medida. En nuestro
caso, para la onda Lg, este efecto es reamente importante cuando hay cambios
significativos en el modelo de corteza (transicion corteza oceanica a continental,
y a contrario), con la consiguiente conversién de unos modos de vibracion a
otros (ver Kenett, 1986 y 1989, y Bostock & Kenett, 1990). Sin embargo a pesar
de la importancia gque tiene este fenOmeno, no se tiene en cuenta en los estudios
de atenuacion de la Onda Lg, por muchos autores... cuando se presentan cambios
importantes de Corteza.
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Un razonamiento, muy analogo al anterior, sirve para demostrar que una
onda SV incidente, puede dar lugar a ondas P y SV refractas supercriticas, tan
solo con lacondicion deque a2 > a1 y b2 > ba, apartir de un dngulo critico®

(), ta:

3.4.2. Ondas Guiadas en un medio semi-infinito.

En este caso, como en los anteriores, no se va a estudiar en detalle las
interacciones de las ondas elasticas con la superficie libre. De todos es conocido
gue dichas ondas, en presencia de la superficie libre de la Tierra (donde se
suponen esfuerzos nulos), producen un acoplamiento de energia, que da lugar a
ondas que vigjan paralelas a la superficie libre, cuyas amplitudes se atendan
exponencialmente con la profundidad. Es este el ggemplo més sencillo de ondas
superficiales, y que no sufren dispersion, son las llamadas ondas de Rayleigh,
para un medio semi-infinito, que se transmiten a una velocidad constante e
independiente de la frecuencia. Para su demostracion, partimos de los potenciales
para ondas de Dilatacion (f), y paraondas de Cizalla (y ), contenidas en €l plano
vertical. El caso més simple considera Ondas Planas y Armonicas, (Udias &
Mezcua, 1997).

La existencia simultanea de ondas P y SV inhomogéneas en la superficie
libre, que satisfacen las condiciones de contorno, dan lugar alas conocidas ondas
Rayleigh, en dicha superficie (ver Figura 3.10).

En Lay, T. & Walace, T. C. (1995), en e Capitulo 4, se da una
demostracion convincente de porque una onda Py SV Inhomogénea no puede
exigtir de forma aidlada a lo largo de la superficie libre. La explicacion no se
puede encontrar en la simple Teoria de Rayos, s no en la mas complegja Teoria
de ondas.

8 Suponiendo que con este dngulo se obtienen ondas P -Inhomogéneas, en |a superficie libre.
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Superficie Libre Vinh Pinh
7 7 1,5/7 i’ 7 7
- a , B

Figura 3.10. La existencia simultanea de ondas P
Inhomogénea (Pinn) y ondas SV Inhomogénea (SVinn), que se

propagan horizontalmente, y los desplazamientos se que
atentian con la profundidad, hace qu la interaccion de ambas
produzcan las llamadas ondas de Rayleigh. (De Lay, T. &

Wallace, T.C., 1995).

En & Apartado 6.4 se estudiara con detenimiento e problema de una
fuente puntual en un medio semi-infinito, y la generacion de ondas de Rayleigh,
matematicamente, a partir de los ceros de lallamada Ecuacion de Rayleigh.



Capitulo 4.

Teoria de Rayo versus

Teoria de Ondas.

4.1 Introduccion.

Hasta ahora se ha hablado de la Teoria de Rayos y la Teoria Modal,
consecuencia esta Ultima de la Teoria de Ondas aplicada a las Ondas
Candlizadas, como dos interpretaciones diferentes de un mismo fenémeno
observado. Pero no se debe perder de vista, que la Teoria de Rayos, es tan solo
una aproximacion simplificada de la Teoria de Ondas mas general, que bao
ciertas condiciones, se aplica. De todo cuanto se lleva dicho, la Teoria de Rayos,
aparece como una interpretacion valida para las ondas canalizadas o guiadas,
que es e problema esencial que aborda este trabgo. Se vera tambien la
importancia que las ondas inhomogéneas tienen en la generacion de ondas
atrapadas en un determinado medio. Se dara una idea “intuitiva” de como las
ondas inhomogéneas intervienen en laformacion de las Ondas Canalizadas.

73
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4.2 Concepto de Frente de Ondas. Ecuacion
Eikonal.

Partimos de la Ecuacién de Ondas, que como se sabe, se obtiene de la
formulacion de la segunda Ley de Newton, para un medio sblido, continuo y
elastico.

Si las propiedades elésticas del medio cambian de un lugar a otro
(heterogeneidad), se generan perturbaciones (ondas) que se propagan con
velocidad variable, 1o que hace que la resolucion de la Ecuacion de Ondas sea
bastante dificil, y por ello se recurre a la teoria de rayos, suponiendo el medio
isotropo®.

Considérese, la ecuacion que representa los cambios de volumen sin
cambio de forma (ondas P), cuya solucion es el potencial escalar, f

1 o
\VAli :a—z-f (ec. 4.1)

Donde;

f , €sla derivada segunda respecto al tiempo del potencial f

a , es la velocidad de propagacion de dicha onda, en nuestro caso
a=a(x), que depende de la posicion en el medio, siendo €l vector x =
(X1, X2, Xa3), teniendo en cuenta que xi (con i = 1, 2, 3), forman un
sistema de referencia cartesiano en el espacio.

En la obtencion de la ecuacion 4.1, se ha considerado que el tamariio de los
desplazamientos son muy pequefios, de tal forma que e medio se comporta como
un medio perfectamente elastico, donde se puede aplicar la Ley de Hooke, que
establece que las deformaciones que sufre el medio son proporcionales a los
esfuerzos a gque esta sometido. Es decir, existe una relacion de linealidad, entre
los esfuerzos y los desplazamientos, 1o cual hace que el medio se comporte como
un Sistema Lineal, véase € Apéndice D, donde se exponen agunas de las
caracteristicas principales de este tipo de sistemas. De hecho, la ecuacion 4.1, no
€S Mas que una ecuacion lineal en derivadas parciales.

% Un medio Isotropo, es aquel medio en e que sus propiedades son independientes de la direccion de
vibracion de la perturbacién (Bullen & Bolt, 1993 p. 28).
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Una posible solucién de esta ecuacion, puede ser de laforma general:

f(x,t)=AX)*F(ko S(x) xwt) (ec. 4.2)

Donde;

A(x), esla Amplitud de laonda.
LaFuncion F(j ), puede ser real o compleja, y,
j ,eslaEikonall, que sustituye a:

j =koSx)+wt (ec. 4.3)
y representalafase delaonda.

w, eslafrecuenciadelaonda
ko, es el nimero de onda, cuando la velocidad del medio es ao,

ko= w/ao (ec. 4.4)

El signo + y - en las ecuaciones, tienen en cuenta la solucion para dos
ondas iguales, pero que vigjan en sentidos opuestos. La cantidad S(x) tiene dos
Interpretaciones:

1°) Si se define €l Frente de Ondas como el lugar geométrico de
todos los puntos de igual fase en un instante dado, entonces,
S(x) = Constante, es la ecuacion de una superficie en el espacio,
que representa los Frentes de Onda para un “instante dado®. El
valor de la “Constante”, va cambiando a medida que el frente de
onda se mueve en e espacio o mejor dicho se propaga hacia una
nueva posicion. Si se considera que el medio no es homogéneo,
la perturbacién no se propagaria en una direccion fija, s no que
iria cambiando a medida que avanzase (Figura4.1).

10 Lapalabra Eikonal , procede del griego, y significa “imagen”.
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2°) Si se definelaDireccion del Rayo, como lanormal al Frente de
Ondas, entonces si se considera “ x = x( S) “, representara la
ecuacion explicita de un rayo particular, a medida que varia €
valor de “S*. En este caso “S*, recordando nociones elementales
de geometria diferencial, representa la longitud de arco o camino
a lo largo de la trayectoria del rayo. Esta relacionado con el
tiempo de propagacion a lo largo de la trayectoria del rayo y la
velocidad del medio, desde un determinado punto de referencia.
Mas adelante se insistira en estos conceptos, que se veran con
mayor claridad, cuando se deduzca la Ecuacion Eikonal.
Recuérdese, que siempre se consideraran medios isotropos.

X3

X1

Figura4.l
Representacio

Se supondra la propagacion del frente de ondas a través de un medio de
velocidad variable.

Considerando que sobre € frente de ondas, |a fase es constante, se debe
cumplir;
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3 _o (ec. 4.5)

Y aplicando la regla de la cadena para hallar la derivada total, y
considerando que:

OX: .
V‘_at i=12,3)
representarialavelocidad de Propagacion del Frente de Ondas en un punto del
medio (téngase en cuenta que esta velocidad “v( x )”, es la misma que la que se
ha denotado al principio de este apartado por “a(x)’donde se ha cambiado la
notacién para dar un caracter mas general alas conclusiones que siguen, y que no
estan restringidas a ningun tipo de onda). Continuando con la demostracion, se
tiene que:

= =y a. (ec. 4.6)

Se puede ver que la velocidad tiene en cuenta la relacidon entre la
variacion espacial y temporal, de los frentes de ondas (que tienen la misma fase).
Ver Figura4.1.

Sabiendo que Vj , espardelaa VS, y que e gradiente de S, representala
direccion normal ala superficie S(x) (constante), en €l espacio. Por otra parte, la

direccion de Propagacion del Frente de Ondas viene dada por € vector n, que en
principio, no tiene por que coincidir con lanormal a Frente de Ondas.

La Teoria de Rayos, supone que solo bajo ciertas condiciones (que méas
adelante se veran), la Direccion de Propagacion (es decir, la direccion de la
velocidad ), coincide con la direccion de la normal al frente de ondas (direccion
del rayo), o dicho de otra manera, las Superficies de Fase Constante se desplazan
en la direccion de su normal.

Asi pues, bgjo esta suposicion, € producto escalar del gradiente dej por
lavelocidad de propagacion, se puede sustituir simplemente por el producto de la
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derivada de j , en la direccion normal a Frente de Ondas, por € mddulo de
velocidad. Asi de la ecuacion 4.6:

a_5 (ec. 47)
ot on

Donde se define la derivada normal, por el siguiente valor escalar, que
coincide con el médulo del gradiente:

g |&(a Y
P ;(@J (ec.4.8)

Y sabiendo laformade|j (ec. 4.3):

dj oS

9 k.22 ec.4.9.a

Pl Ol ( )
)

I __w (ec.4.9.b)

ot
Luego, laecuacion 4.7, queda, como sigue:
v, & —w (ec. 4.10)
on

Sustituyendo €l valor de la derivada normal (ec. 4.8), haciendo uso de la
ecuacion 4.4, y elevando luego al cuadrado, se obtiene:
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os) (es) (es) §
(_J { J +(_J =(V_oj (ec. 4.11)
0%, 0X, 0%, v

Donde se ha desarrollado explicitamente el simbolo sumatorio.

A esta ecuacion, se le conoce con € nombre de Ecuacion Eikonal o de
Fase, también Ecuacion de las Funciones Car acter isticas de Hamilton.

Esta ecuacion, que como puede observarse es una ecuacion en derivadas
parciales de primer orden, nos permite hacer €l siguiente razonamiento: s se
conoce como es la velocidad “v” en cada punto del medio continuo, entonces, se
puede determinar la variacion de la trayectoria de los rayos, definidos éstos,
como normales a Frente de Ondas. Por |o que se acaba de decir, esta ecuacion es
usada generalmente como punto de partida paratoda la Teoria de Rayos.

Al cociente entre una velocidad inicial de referencia “vo” y la
velocidad en un punto cualquiera del medio “v(x)”, se le conoce como
Coeficiente de Refraccion (n).

Asi pues;
n=— (ec. 4.12)

Podemos concluir, que e concepto de rayo, del que hace uso la Teoria del
mismo nombre, proporciona un instrumento conveniente e intuitivo para el
seguimiento de un Frente de Ondas. Concretamente, de como se va propagando
este Ultimo en un determinado medio, ya gque los rayos se definen como normales
a los Frentes de Ondas (Ver Apéndice C, donde se discute con un giemplo la
utilidad de la Ecuacion Eikonal). En e siguiente apartado se veran las
condiciones que se deben cumplir para que tenga validez la Teoria de Rayos.

4.3. Ecuacion de Ondas. Condicionesde
aproximacion ala Teoria de Rayos.

Volvemos a considerar la Ecuacion de Ondas del apartado anterior parala
funcién del potencial escalar, “ f “, de las ondas P (que elegimos debido a su
sencillez) y que, entre otros supuestos, se considera un medio isétropo, Ecuacion
4.1,
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Supongase una solucién exponencial del tiempo, que sin quitar
generalidad a nuestras conclusiones, nos permite operar facilmente con dicha
“solucion de intento “. Con esta suposicion, la funcion “F “, de la ecuacién 4.2,
debe verificar;

—dd'tzgt)zF(t) (conn=1,2,..)) (ec. 4.13)
Y que su amplitud,
A(X) = Ao (ec. 4.14)

Donde Ao esunaConstante.
Con lo que la solucion queda, como sigue:

f(x, t) = AoF(ko S(X) £ W) (ec. 4.15)

Sustituyendo en la Ecuacién de Ondas (ec. 4.1), haciendo uso de la
condicion expresada por la ecuacion 4.13 para derivar la funcion “F” y operando
convenientemente, se obtiene;

V2S+k,( VS —?)=0 (ec. 4.16)

Donde n, es e indice de Refraccion, que ya se habia definido
anteriormente (ec. 4.12).

A la vista de la ecuacion que se acaba de obtener (ec. 4.16), se van a
considerar dos casos limite:
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A)  Que “ko “sea lo suficientemente grande que permita considerar el término
“N?2S’ despreciable en la ecuacion 4.16.

Sabiendo que N2S, se puede desarrollar como;

3.0 & o oS
Vis- D ec. 4.17
; ox’ ; OX, (axij ( )
y que;
0S = S
—=0d;-V§=d — ec. 4.18
OX ! ‘ q : on ( )

Donde d;, es el coseno director del rayo de la componente “i”.
Se puede demostrar que:

d =cosg, = % (ec. 4.19)

Donde g, seriael angulo que formalanormal a Frente de Ondas (como
se definid, la direccion del rayo), con el eje “i”, del sistema de referencia
que se habia definido al principio de este capitulo.

En la ecuacion 4.18, se ha hecho uso de la derivada normal (definida en

la ecuacion 4.8). Sustituyendo laec. 4.18 en laec. 4.17, y haciendo uso de
la Ecuacion Eikonal (ec. 4.11), se obtiene paralas Ondas P,

" a

<

N

w

Il

E
7~ N\

o
Q

0] (ec. 4.20)

Como ya se mencion0 en € apartado anterior. La velocidad de
propagacion, simbolizada de una forma general por “v”, es la misma que la
velocidad denotada ahora por “a”. Particularizada para el caso de las Ondas
P, siendo ao lavelocidad de las Ondas P en un punto de referencia.
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B)

Se puede observar, pues que N2S esté relacionado con las derivadas:

T .S
X, a ox '
teniendo en cuenta que Ko = 2

]
| 0

El suponer que: V2S << 1 /l o, como se habia dicho en un principio,
implica que las longitudes de onda, son lo suficientemente pequefias
(frecuencias suficientemente altas), comparadas con los cambios relativos
de lavelocidad en el medio, y con la variacion de la direccion de la normal
a frente de ondas. Todo ello a medida que e frente de ondas se va
propagando en el espacio. Es decir;

1 oa od.
—— — << 1/l ec.4.21
a ox y 15) ( )

Suponiendo que estas condiciones se verifican, se puede despreciar €l
primer término de la Ecuacion 4.16, con lo que se obtiene la conocida
Ecuacion Eikonal, que como ya se habia dicho, es la Ecuacion Fundamental
de la Teoria de Rayos. Luego, la Ecuacion de Ondas queda reducida a la
Ecuacion Eikonal de la Teoria de Rayos, siempre y cuando se verifiquen las
condiciones expuestas arriba.

Se puede consultar en €l libro de Lay & Wallace (1995), donde se hace
un desarrollo mas general, utilizando conceptos elementales de Geometria
Diferencial, y particularizando para una solucién del tipo expuesta en la
ecuacion 4.15, en la que aqui, no se ha querido entrar, en aras de la
sencillez, ya que los resultados como se puede comprobar, son and ogos.

Considérese hora el caso asintotico opuesto. Supongamos que se tratan
longitudes de onda lo suficientemente grandes, tal que la cantidad “ko “,
pueda considerarse muy pequefia, con respecto a los cambios relativos de
velocidad en e espacio y, direccién del frente de ondas, segin las
demostraciones expuestas mas arriba.

La Ecuacion de Ondas vista inicialmente, para nuestro caso, ec. 4.16, a
despreciar los términos afectados por el valor de ko, queda reducida a la
siguiente expresion:
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V2S @0 (ec. 4.22)

Lo cua nos dice que los Frentes de Onda no se ven perturbados por los
cambios de velocidad. Este fendmeno es el que ocurre cuando Ondas
Telesismicas de muy largo periodo, no se ven afectadas por las pequefias
heterogeneidades existentes en el medio. El lector podr4 profundizar en
estos temas, en €l libro de Aki, k. & Richards, P. G. (1980), en el Capitulo
13, y en particular el Apartado 13.3, donde se estudia las Fluctuaciones de
Amplitud y Fase de los rayos sismicos cuando atraviesan heterogeneidades
lateradles de pequefio tamafio (comparado con la longitud de onda), y
también pequerios en cuanto a la perturbacion de velocidad ( gradiente de
velocidad), lo que permite a estos autores desarrollar un formulacion basada
en aproximaciones de primer orden.

L o que se ha expuesto agui, es una sencilla aproximacion de orden cero.

4.4. Discontinuidad entre dos Capas.

A) Descripcion del Problema.

De lo dicho anteriormente, las condiciones para poder aplicar la Teoria de
Rayos (ec. 4.21) son claramente infringidas en presencia de fuertes gradientes de
velocidad, como los que tienen lugar entre los limites de dos materiales con
diferentes modul os de elasticidad. Es el caso que se tiene en un modelo de capas
con velocidades diferentes, en el contacto entre ellas, en cuyo caso existen
discontinuidades en las velocidades para las Ondas Elésticas. En este caso, €
gradiente de la velocidad podria considerarse muy grande (cuando no infinito).
“Pareceria” que estas regiones son las menos indicadas para aplicar la Teoria de
Rayos.

En rigor, la solucidon en estas regiones de discontinuidad, se obtienen
combinando la Teoria de Rayos e imponiendo condiciones de contorno para la
Ecuacién de Onda (continuidad en los desplazamientos y en los esfuerzos). Para
resolver esta aparente paradoja (donde la velocidad presenta una discontinuidad),
se ha de considerar la misma Superficie de Discontinuidad como una fuente de
nuevos frentes de ondas, que emite tanto rayos reflejados a primer medio, como
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rayos refractados a segundo medio, bajo la accion de un frente de ondas
incidente.

B) Frente de Ondas Plano.

Para comenzar €l estudio de este tipo de problemas, € ejemplo méas al uso,
es utilizar un frente de ondas plano, con lo cual & problema se simplifica
enormemente. Si se suponen dos medios separados por una superficie plana (los
medios estan “soldados” entre si), cuyas velocidades para las ondas P, sean a1y
a», respectivamente, vamos a suponer que incide sobre la superficie de
separacion, un frente de ondas plano que vigjaen el primer medio, en direccion a
la superficie con un angulo de incidencia “i” (respecto a la normal a dicha
superficie). Podemos imaginar, que sobre la misma superficie de separacion se
propaga una “perturbacion”; a partir de ahora la denominaremos de esta manera
de una forma genérica, (Phiney, 1961 utiliza este término), cuya velocidad viene
dada por la velocidad aparente “c”, funcién del angulo de incidencia;

a'l
seni

c= (ec. 4.23)

El tiempo que tarda un punto cualquiera del frente de ondas incidente en
llegar a la superficie de discontinuidad, es e mismo que €l que tardaria la
perturbacion, propagandose por la propia superficie de separacion. (Ver Figura
4.2).

El tiempo que tarda el punto A;, del frente de onda incidente en acanzar €
punto B de la superficie de discontinuidad, viene dado por:

t, =— (ec. 4.24)

Donde AB = X.

Que en funcién del angulo de incidenciais, puede escribirse:
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Frente de Ondas
Incidente

Perturbacion

ai

Frente de Ondas

az
Refractadas

Figura 4.2 Frente de Ondas Planos incidentes en la
superficie de separacion de dos medios de velocidades

constantes y diferentes; a1 y a» , y la “perturbacién”
que se propaga por la superficie de discontinuidad de
ambos medios con velocidad “c”.

{, = nsenly (ec. 4.25)

Si denominamos por t*, al tiempo que la perturbacion con velocidad “c”,
tarda en recorrer el camino A,B,(=h).

g feB_h (ec. 4.26)
c ¢
Haciendo uso de la definicién de velocidad aparente, parai = i1 en la
ecuacion 4.23.
hseni,
t* = (ec. 4.27)
a
Como se puede comprobar:

ti=t (ec. 4.28)
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Si se supone una dependencia armoénica de la fase para € frente de ondas
incidente y para la “perturbacion” y se considera ki el nimero de onda de la onda
incidente y k, € nimero de onda de la perturbacién en la superficie de
separacion, setiene:

k =k, seni, (ec. 4.29)

Se denomina también Numero de Onda Horizontal.

Asi pues, para los potenciales de las ondas que se estan considerando;
incidente y perturbacion, se puede escribir que:

f(xt)~a@"™ (ec. 4.30)

f*(ht)~@""™" (ec. 4.31)

Donde x y h, han sido definidos anteriormente. Si se denota por:
1= kX - wiy (ec. 4.32)
" = kax - wt’ (ec. 4.33)

Haciendo uso del valor de k (ec. 4.29), y quet: = t*, se verificaque:
=Y (ec. 4.34)

Se ha considerado que la frecuencia (w), en las ecuaciones de 4.30 a 4.33,
es la misma para la onda incidente y para la “perturbacion” que se propaga por la
superficie de discontinuidad. Como sabemos, en un problemalineal como éste, la
frecuencia permanece inalterable (ver Apéndice D).

Luego, € hecho de que ambas sefiaes Ileguen a mismo punto de la
superficie de discontinuidad con la misma fase, hace que la perturbacion se
refuerce, a medida que llega a la superficie de separacion la Onda Incidente en €l
primer medio.

Conviene degjar claro, que es la perturbacién la que se comporta como un
nuevo emisor de Ondas de Rayos Reflgjados en € primer medio y de Rayos



Capitulo 4 Teoria de Rayos Versus Teoria de Ondas 87

Refractados en e segundo medio. Esto Ultimo no es més que una aplicacion del
Principio de Huygens, aplicado a las ondas elasticas (Ver Figura 4.3).

Se puede comprobar facilmente, de una manera anadloga a la que se ha
empleado anteriormente, que €l frente de Ondas Refractado en el Segundo Medio
y la [lamada perturbacion que se propaga por la superficie de discontinuidad,
estan ambas en fase. Demostrando que el tiempo transcurrido para que €l frente

de ondas refractadas recorra la distancia A282(= y), es e mismo que tarda la

perturbacion en recorrer €l espacio A281(= h), sobre la superficie de

discontinuidad (ver Figura 4.2), con una velocidad aparente “c” y, nimero de
ondak, igual que en el caso anterior, para el Rayo Reflgjado, pero que en funcién
del &ngulo derefraccion iz , éstos vienen dados por:

=2 (ec. 4.35.9)
seni,
y
k= ko seniz (ec.4.35.b)

Esto permite considerar la propia perturbacién que se propaga por la
superficie de discontinuidad como la generadora de los frentes de ondas de los
rayos refractados en el segundo medio.

Un glemplo real, muy claro, ocurre con las fases Pn y Sh que sedan en la
discontinuidad de Mohorovic entre la corteza y e Manto, donde la
discontinuidad misma se convierte en un emisor de nuevos frentes de ondas. (Ver
Figura4.3).

C) Estudio para una Fuente Puntual.

Mas adelante (Capitulo 6), se estudiard en profundidad e problema de
una fuente puntual emitiendo Ondas'!, cuyos frentes de Onda ya no pueden
considerarse planos. Primero lo haremos en un medio semi-infinito (donde la
superficie libre es la superficie de discontinuidad), y posteriormente en un medio
semi-infinito sobre una capa superpuesta. Como se vera, en estos casos mas
reales, los rayos reflggados segun la Ley de Snell, son los de mayor amplitud,
pero no son los Unicos existentes que se obtienen al evaluar ciertas integrales que
se derivan de una solucion mas completa del problema.

11 Se supone que | a estacidn de observacion se encuentra lo suficientemente algjada.
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Rayo
Incidente
Rayos Reflejados
ai 1
\
a i Rayos Refractados

®

Figura 4.3 Esquema de como un Rayo Incidente en la
superficie de separacion de dos medios distintos,
provoca una “perturbaciéon”, que se propaga por la
superficie de discontinuidad con velocidad “c”,
emitiendo los sucesivos Rayos Reflgados vy
Refractados.

4.4. Ondas|nhomogéneas como generadorasde
Ondas Guiadas.

A) Introduccion.

En e modelo de capas sobre un medio semi-infinito, donde hay
discontinuidades de velocidades entre los diferentes medios, se ha visto, hasta
ahora que, para que haya ondas guiadas o superficiales, en este sencillo modelo,
debe haber Frentes de Onda que incidan con angulos de incidencia mayores que
el critico, en la superficie de discontinuidad de dos medios distintos (recuerde o
gue se dijo en el Capitulo 3). Esto implica que no haya Ondas Internas (P 6 S),
transmitidas a medio semi-infinito (suponiendo que este es e medio de mayor
velocidad). Lo que es o mismo, que no haya una fuga continua de energia, a
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medio semi-infinito (fendmeno denominado de “leaky modes”, en la literatura
inglesa).

En este escenario, aparecen unas ondas un poco especiales que se han
venido a [lamar Ondas Inhomogéneas 0 Evanescentes. Se sabe que en este tipo
de Ondas, la amplitud decrece a medida que se algjan de la superficie de
discontinuidad en el medio semi-infinito, y que se propagan paraelamente a la
superficie de discontinuidad.

B) OndasInhomogéneasy Ondas Superficiales.

Se puede observar, como la velocidad de propagacion de las Ondas
Inhomogéneas coincide con la definicion de velocidad aparente (ec. 2.2), que a
su vez servia paradefinir lavelocidad de fase de las ecuaciones de dispersion de
las Ondas Guiadas (ec. 2.7). Esto que nos lleva a identificar la velocidad de las
Ondas Inhomogéneas con velocidad de fase de las Ondas Superficiaes.

Si se considera nuevamente el modelo de una sola capa plana, paraelay
de velocidad de ondas de cizalla b1, sobre un medio semi-infinito de velocidad
constante bz (con by < by), se habia visto que la velocidad de fase de las Ondas
Love para este model o, esta comprendidaentreb: y b, (Ver Figura2.3). Son los
limites de la velocidad de propagacion de las Ondas Inhomogéneas. Asi, para un
frente de ondas que incide con €l angulo criticoi = ic > c¢= by y, parael frente
de ondas que € caso limite, incide casi horizontalmente i=p/2+e (con e > 0),
seria la situacion “hipotética”, en que todo el rayo esta contenido en la capa de
velocidad bs.

También se puede comprobar, que los desplazamientos de las Ondas
Inhomogéneas, que surgen entre dos medios liquidos distintos*? 1 y 2 (con
velocidades respectivas a1 < az), describen un movimiento de rotacion eliptico,
gue recuerda a |l os desplazamientos que se obtienen paralas Ondas Rayleigh.

Todo esto lleva a afirmar que las ondas que inciden con un angulo mayor
gue el angulo critico, son las ondas generadoras de las Ondas Superficiales.

12 Es el caso massimple.
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C) Otraformadededucir la Ecuacion de Dispersion.

Para concluir este apartado, corroboraremos lo que se ha dicho tratando
de deducir la ecuacion de dispersion, paralas Ondas Love, desde una perspectiva
diferente, en el modelo de una capa sobre un medio semi-infinito. Habiamos
visto que esta ecuacion (ec. 2.1) se obtenia, a partir de la condicion de
interferencia constructiva para frentes de Onda SH con angulos de incidencia
postcriticos (Ver Figura 2.2). Imponiendo que & Frente de Ondas Incidente debia
tener lamismafase (o un multiplo de 2p), que € frente de onda incidente que ya
se habia reflgjado una vez en la superficie de separacién entre la capay €l medio
y en lasuperficie libre (ec. 2.3).

Esta misma ecuacion de dispersion, se puede obtener suponiendo un rayo
H (y sblo un rayo), que incide con un angulo de incidencia i1 (mayor gue el
critico), en la superficie de discontinuidad, y produce ondas Inhomogéneas. Las
cuales a su vez a propagarse paralelamente a la superficie de discontinuidad (con
la velocidad aparente “c”), producen también rayos de Ondas SH que surgen de
la superficie de discontinuidad formando con lanormal alasuperficie &hgulosiy ,
y con un desfase respecto al rayo original “f 1“ (ver ec. 2.4), los cuales una vez
reflgjados en la superficie libre vuelven a ser nuevos frentes de onda Incidente,
de forma que el proceso se iria repitiendo. Para que esto ocurra de una forma

constructiva, € desfase total de la Onda SH Reflejada, a recorrer el camino AB

y BC (incluido e desfase f1), debe ser e mismo (o mdltiplo de 2p), que €
desfase que se produce en la Onda Inhomogénea al recorrer el trayecto horizontal

AC (Ver Figura4.4).

Lo que se acaba de decir, permite expresar la diferencia de fase, como:

T (s,t) - (s, t)=2pn (ec. 4.36)

Conn=0,1,2,3...

Donde:

> (S, 1) ; Representa el cambio de Fase de la Onda SH, en funcién
del espacio recorrido (“s”), y del tiempo transcurrido (“t”).

> (s,t) ; Esel cambio de fase de la Onda Inhomogénea, bajo las
mismas variables.
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b1

2

b2

Figura 4.4. Modelo de una capa sobre un medio semi-
infinito. Interferencia constructiva de la Onda SH
reflejada y la “perturbacidon®, que viaja paralela a la
superficie de discontinuidad, como se expuso en el
apartado anterior. Con i1 > ic, ic; esel angulo critico.

Particularizando para el caso que nos atarie, se obtiene;

S (Y, t1)=kiY-wt1 + f1 (ec. 4.37)

Donde:

ki ; es el NUmero de Onda, de la Onda Incidente SH.

Y = AB+ BC ; es el camino total recorrido.

t1 ; ese tiempo total transcurrido pararecorrer dicho trayecto Y.

f1; es el desfase que presenta la Onda Reflg ada respecto de la Onda
Incidente (ec. 2.4), para un angulo de incidencia mayor que €
critico.

El 4ngulo de desfase “f 1”, se obtiene de la resolucion de la ecuacién de
Ondas, imponiendo condiciones de contorno (continuidad de |os desplazamientos
y de los esfuerzos). En este caso, se puede interpretar como el desfase con que la
superficie de discontinuidad a vibrar (y por €ello las Ondas Inhomogéneas),
generan nuevas Ondas SH homogéneas, en & primer medio.
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Por otra parte, se tiene que:
(X, t1) = kX - wit (ec. 4.38)

Donde;

k ; Es e Numero de Onda, de la Onda Inhomogénea, que se habia
definido a partir de Numero de Onda Horizontal, como:

k:kl Senip

Notese, que calculamos la fase de la Onda Inhomogénea, en el instante t1
gue no es exactamente el tiempo en que la Onda Inhomogénea recorre e camino
AC.

Luego sustituyendo las ecuaciones 4.37 y 4.38, en la ecuacion 4.36, se
tiene:

2pn=Kk Y-kX+f; (ec. 4.39)

A lavista de la Figura 4.4, y mediante sencillos célculos geométricos, se
obtiene:

2p n= ki Hseniy + f1 (ec. 4.40)

Que junto con laexpresion de f1, en funcion dek , de c y del coseno de

2
cosi, =,[1- b—2 (ec. 4.41)
c

Se puede obtener |a ecuacion de dispersion buscada, con un razonamiento
distinto, a que se utilizé anteriormente, en el Apartado 2.21 (ec. 2.7).

11,
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Con esto ultimo, se quiere poner en evidencia, la fuerte relacion que
existe entre ondas canalizadas, la superficie de discontinuidad y las Ondas
que inciden en una superficie de discontinuidad con un angulo deincidencia
mayor que el angulo critico.

En otro capitulo de este trabajo, utilizando un método menos gréfico, pero
con un desarrollo matemético més riguroso, no considerando frentes de Ondas
Planos, sino los producidos por una fuente puntual a distancias regionales. Se
estudiara la propagacién de Ondas a lo largo de la Superficie de Discontinuidad,
para obtener unos resultados mas amplios que los que resultan de la simple teoria
de rayos.



Capitulo 5.

|mportancia de la Onda Lg en
los Terremotos Regionales. Fase
donde se mide la M agnitud.

5.1. Introduccion.

Laimportancia de la Onda Lg, en la escala de Magnitudes es conocida. En
este capitulo no se va a estudiar detalladamente las escalas de Magnitudes que
existen. Tan solo queremos indicar porqué la onda Lg, es la fase sobre la que se
realizan las medidas correspondientes, en los sismogramas de los terremotos
regionales, que luego se llevaran a las diferentes formulas de magnitudes.
Tampoco se va a discutir aqui, los inconvenientes y ventgjas de las diferentes
escalas, pero cas todas ellas miden sus amplitudes sobre la Onda Lg para los
terremotos regionales (considerando distancias epicentrales menores de unos
1000 km., aproximadamente).

5.2. Escalas de M agnitudes.

A) Magnitud mpg.

Mencionemos, la escala de magnitudes “muLg” propuesta por O. Nuttli

94
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(1973), para la componente Vertical, sobre la Onda Lg, de periodo aproximado 1
sg. Una variante de esta escala es la que se ha utilizado en €l Instituto Geografico
Nacional, parael calculo de los terremotos regionales y locales:

Mog = 3,90 + 1,05logD° + log( A/'T) para D°< 3° (ec.5.1.a)

Mg = 3,30 + 1,66logD° + log( A/T) para D°> 3° (ec. 5.1.b)

Donde:
De°; Distancia Epicentral expresada en grados.

AIT; Cociente entre la amplitud maxima sostenida de la fase Lg,
reducida a movimiento del suelo medida en micras, en la
componente vertical, y su periodo correspondiente, que suele
estar entre2s.y 0,25s.

Como puede observarse, las formulas no coinciden cuando D = 3°, hay un
salto, lo que parece paraddjico.

B) Magnitud de Ritcher.

También la escala de Magnitudes Local de Ritcher, dada en 1935,
(utilizando datos de terremotos del Sur de California), se basa en la medida de la
Amplitud sobre las Ondas Internas (pero para los sismos locales puede haber una
contribucién Lg);

M = log Aw — log Ao(D) (ec.5.2)

Donde: Aw esla amplitud maxima registrada (medida en micrones, mm), en
una estacion con un sismografo de torsion Wood-Anderson en la componente
horizontal, con una magnificacién estética de 2800, periodo libre 0,8 sy, larazon
propia de amortiguamiento'® 0,8. D esladistancia (en km.) entre €l hipocentro y

13 Parece que hay evidencias que en realidad la magnificacion del equipo era 2080, y la razén de
amortiguamiento 0,7. Uhrhamer & Collins (1990).
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dicha estacion. La amplitud de referencia Ao(D), en nm, es funcion de la
distancia, para tener en cuenta las Atenuaciones Geométrica y Aneléstica'®, y
también de una serie de Constantes, que dependen de la zona geogréfica donde
se aplique laformula, e incluso es funcién del emplazamiento concreto donde se
encuentra ubicada la estacion (término llamado de Correccion por Estacion). En
realidad este término Ao representa la amplitud correspondiente (medida con el
instrumento antes mencionado), que tendria un determinado terremoto, Ilamado
terremoto patron, ala distancia D del hipocentro, donde se encuentra la estacion
de registro donde se esta cal culando la magnitud. En concreto seleasignd M = 3
al terremoto (terremoto patrén) que tenia una amplitud, Ay = 1 mm, en €
sismometro Wood-Anderson, a 100 km. de distancia.

Laformulade laMagnitud Local, consiste primeramente en una reduccion
de las amplitudes observadas a una distancia cualquiera D, a las que se
observarian a la distancia de referencia de 100 km. En segundo lugar, de una
comparacion de las amplitudes asi reducidas con las amplitudes del terremoto
patron (definido empiricamente). Dicha escala se basa en la suposicion de que la
razon de amplitudes maximas a dos distancias diferentes para un terremoto, esla
misma para todos los terremotos de una misma zona (independientemente del
tamanio, y del azimut fuente-estacion). Como luego veremos, esto no es del todo
cierto.

Hay muchisimo escrito sobre este particular, mencionemos tan sélo como
giemplo, dado su interés, a Alsaker et al. (1991).

Las diferentes escalas de magnitudes a nivel regional, comentadas hasta
ahora, asi como la que se vera en e apartado siguiente, tienen en comun el hecho
gue las medidas de la amplitud se llevan a cabo sobre la Onda Lg. Se comprende
ahora la importancia que tiene para una red sismica que tiene e control de la
sismicidad de una determinada zona, o incluso de un pais entero, la necesidad de
medir correctamente las amplitudes de la Fase Lg, y entender o megor posible la
naturaleza de esta fase. (Sirva como gemplo la Red Sismica Naciona del
[.G.N.).

C) Magnitud M omento.

También para la llamada Magnitud Momento (Mw), propuesta por
Kanamori (1977), segun la expresion:

14 | a Atenuacion Geométrica suele ser funcién de la Distancia elevada a una cierta potencia, mientras
gue a la Atenuacion Aneléstica y de Scattering, generamente se le supone a ambas una dependencia
exponencial con la Distancia, siendo dificil distinguir entre estas dos Ultimas.



Capitulo 5. ImportanciadelaOndalg ... 97

Mw = 2/3logMo - 10.7 (ec. 5.3

para terremotos locales, de magnitud aproximadamente mayor de 4, las medidas
utilizando la amplitud espectral, se deben hacer sobre la Onda Lg, que como se
justificara mas adelante, estd menos afectada por el factor del patron de
radiacion.

El Momento Sismico a partir de la Onda Lg, viene dado para distancias
mayores de 100 km. [Randall (1973), Street et al. (1975), Bolt & Herraiz (1983),
Hasegawa (1983), Nadeau & Johnson (1998)]:

M, = 4pr b3r0(r/r0)”2ﬁl%ﬂ0 (ec.5.4)

f

Donde;

r ; esladensidad del medio.

b ; eslavelocidad de las Ondas de Cizalla

ro ; €s una distancia de referencia, para la mayoria de los autores es
una distanciafijada previamente.

r ; Distancia Hipocentral.

Ry ; Es el factor que intenta corregir por e efecto del patron de
radiacion, se supone un valor medio (constante), normalmente
0,4.

Wb; parte plana del espectro de desplazamientos a bajas frecuencias,
medido a partir de la Onda Lg. Més adelante se insistira sobre
este particular.

Se observa como en la expresion de la ec. 5.4, se supone una atenuacion
con ladistancia de las Ondas superficiales o Canalizadas como 1/r¥2

La Magnitud Momento tiene la virtud de no saturarse con los grandes
terremotos. Unos gemplos muy ilustrativos se pueden encontrar en Lay &
Wallace (1995).

Mas adelante se demostrard como la Onda Lg, es la fase més
representativa del contenido energético de un terremoto local.
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5.3. Distribucion Espectral dela Energia emitida
por la Fuente Sismica.

5.31. Forma General de Espectro de las Ondas
Internas en e Campo L gano.

En este apartado, se va a exponer como se distribuye la energia de la
fuente sismica en €l espectro de amplitudes, a partir de las Ondas Sismicas en €l
Campo Lejano. Se considera que una estacion de registro se encuentra en €l
Campo Lejano, far-field en la literatura inglesa, cuando la distancia fuente-
receptor, permite que los términos de atenuacion geométrica de las Ondas de
Volumen y de Cizalla, que se atenian como r~ -1, tengan mayor importancia que
los términos cuya dependencia es del orden der @, con a 3 2. Estos ultimos
corresponden a Campo cercano, near-field, segin Aki & Richards, 1980, Vol. |
pp. 73-74.

El objeto de este capitulo es comprender la relacion existente entre
Energia, Magnitud y Medidas de la Amplitud de la Fase Lg, independientemente
de lafuente sismica.

Se sabe que de forma general, €l Espectro de Amplitudes de los
Desplazamientos de las Ondas Sismicas en el Campo Lejano, esta caracterizado
por:

a) Una parte “plana” a Bajas Frecuencias que, cuando w > 0 es
proporcional al Momento Sismico Escalar’® “Mo”. Hay que decir que
para que las medidas de Mo, sean estables, la sefial debe poseer
componentes armonicas, con longitudes de onda mayores que las
dimensiones de la fuente sismica.

b) A medida que aumenta la frecuencia, la envolvente de las amplitudes
espectrales decrece como 1/w?, tal como fue establecido por Aki
(1967). Esta es una propiedad muy general, comun a la mayoria de los
Modelos de Fractura.

Unafdérmulasimple que incluye los efectos de a) y b) es:

15 Nota: Se Supone que e mencionado espectro se representa utilizando ejes logaritmicos, es decir, logw
- logU(w ). Para saber sobre las ventajas e inconvenientes de este tipo de coordenadas, consultar € libro
de Bath (1982), en pag. 219y ss.
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Q(0)

)= W)

(ec. 5.5)

Este tipo de dependencia considera un foco sismico con unas
dimensiones espaciaes determinadas (y no como un modelo puntual),
y una funcion temporal de la fuente que incluye un cierto tiempo de
crecimiento de la dislocacion (lo que en la literatura inglesa se le
conoce como dlip). En general, €l espectro que se observa es la
convolucion de la historia temporal de la dislocacion, y de la historia
temporal del crecimiento de la zona de Ruptura (que se supone con
dimensiones finitas, y no infinitesimales).

En e Volumen |1 del libro de Aki & Richards (1980), pag. 824, fig.
14.15, se puede ver claramente, como va cambiando la forma del
espectro, a medida que aumenta la magnitud del terremoto, para €l
modelo w - cuadrado.

¢) Lafrecuencia esquina se define como lafrecuencia de interseccion de
las dos asintotas del espectro a bgjas y atas frecuencias (Brune
(1970), Ver Figura5.1).

A partir de la frecuencia esquina se pueden obtener las dimensiones
del plano de falla, segin & modelo utilizado. En general se puede
decir, que la frecuencia esquina es inversamente proporcional a
las dimensiones del foco sismico.

L os dos modelos mas comunmente utilizados son € de Brune (1970), que
supone una fractura circular de radio “ r ”, y el de Haskell (1964), que utiliza
una falla rectangular de longitud L y anchura D, (con L > D), con una
dislocacion que se propaga con vel ocidad constante en la direccion de L.
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log U(w)
Punto de Interseccion de la
Asintéta de la zona de Baas y
aw?o // Alta Frecuencias.
logu(0)

L L T T 1

logw

=2-1

Figura 5.1.
Forma
General del

Connntrna An
L as expresiones que se obtienen, para uno y otro modelo son:
1. Parael Modelo de Brune:

. _234b
WCS

(ec. 5.6)

2. Para e Modelo de Haskell, Savage (1972), dio la siguiente
relacion:

/D - J\;v7a _ 3\,/&33b (ec.5.7)
cP cS



Capitulo 5. Importancia de laOndalLg ... 101

Siendo: a y b ; lasvelocidadesdelaOndasPy S y wep Y Wes ; las
respectivas frecuencias esquinas para la Ondas P y S Se puede
observar como la frecuencia esquina de la Onda P es mayor que la
respectivadelaOnda S. [Ver también Hanks & Wyss (1972)].

Este tipo de relaciones son vaidas siempre y cuando la sefid
sismica gque se esté analizando contenga intacta las longitudes de onda
gue son mayores 0 comparables a las dimensiones de |a fuente.

Normalmente el modelo de Brune es usado para terremotos de tamario
pequeiio a moderado (M < 6), donde se puede aproximar L @D. Sin embargo,
para grandes terremotos, donde el ancho de la falla (D), necesariamente queda
constrefiido aproximadamente al espesor de la corteza setiene L >> D, vy ©
Modelo de Haskell parece ser més apropiado (Udias, 2000).

Por otra parte, s L >> D, en € espectro de desplazamientos se pueden
distinguir tres partes (ver Figura 5.2): Una parte Plana para las Bagjas Frecuencias
(entre 0 y w1 ), una parte que decae como w ! para frecuencias intermedias (entre
Wi Yy W ), y por ultimo la zona de las atas frecuencias (w > w» ), con
decaimiento como w "2, segiin Savage, 1972.

5.3.2 Energia Total y Densidad de Energia Espectral de
las Ondas Elasticas.

Una dternativa para medir €l tamafio de un terremoto seria conocer la
energia relgjada en forma de ondas elasticas. Sabemos que existen férmulas
empiricas que relacionan la Energia con la magnitud de los terremotos, como la
dada por Gutenberg & Richter, en 1956:

logE = 11,8+ 1,5Ms (ec. 5.8)

Donde la energia “E”, se mide en ergios y, Ms es la magnitud calculada
usando amplitudes medidas en las Ondas Superficiales (se utiliza una expresion
del tipo de la ecuacion 5.1.b). Se puede comprobar gue un terremoto de magnitud
7,2 posee unas 32 veces mas energia que uno de magnitud 6,2. Sin embargo, el
primero produce tan solo una amplitud del desplazamiento del suelo 10 veces
mayor que el segundo.
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Por otra parte, desde un punto de vista mas teorico, la energia se podria
calcular considerando e movimiento de una particula del medio continuo, como
respuesta a una sefia sismica transitoria. Cuando una onda que se propaga, pasa
por un punto, este adquiere una cierta velocidad, y de este modo una cierta
energia cinética, y el desplazamiento contribuye a la energia potencial.

La Energia Cinética Total por unidad de volumen para una estacion,
cuando pasa la sefial sismica se puede calcular apartir de la expresion:

1 2
B =5t jo V() (ec. 5.9)

Donde:

V(t) ; eslavelocidad instanténea de la particula del suelo.
r ; esladensidad del material.

Se considera, que el terremoto comienza, ent = 0, y se da por
concluido en el instante “t”.

Si se supone gue la Energia Cinética Media y la Energia Potencial Media,
son aproximadamente iguales. Luego la Energia Total Media, es decir, cinética
maés potencial, viene dado por:

Er = 2Ec (ec. 5.10)

Si ademas se extiende los limites de integracion, suponiendo que fuera de
la sefial sismica no hay otras sefiales que aporten energia apreciablemente. Se
puede aproximar la energiatotal (ec. 5.10), como sigue:

E =r [ VO[dt=r [ VOt

Utilizando el Teorema de Parseval o Teorema de Rayleigh, se puede pasar
al dominio de las frecuencias, y se supone que toda la energia o cas toda la
energia de nuestra sefial sismica esta concentrada en una cierta banda de
frecuencias muy localizada; sean wy y w2 (conw. > wi > 0), los limites de esta
banda de frecuencias.
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E, = jvvvv V w)[ dw (ec. 5.11)

=Nl

S seintegra sobre una esfera, sobre todo el frente de ondas, para corregir
por atenuacion geométrica, y corrigiendo ademas por atenuacion anelastica, se
obtiene la energia en la mismafuente (E% ), como:

EC=F(r,r,c,Q) jV:“ V (w)[* dw (ec. 5.12)

Donde: r es la distancia entre la fuente y el punto de observacién, c es la
velocidad para el tipo de onda considerado, y Qc es el Factor de Caidad que
tiene en cuenta la atenuacion anelastica (y scattering ) del medio?.

A |V(w)]? selerelacionacon la Densidad Espectral de Energia. Es decir,
es la energia por unidad de frecuencia. Obsérvese en este tratamiento, como se
considera que el Espectro de Fase no lleva informacién energética.

En la ecuacion 5.12, se asocia la integral, a la energia relgada por la
fuentey laFuncion F(r,r ,c, Qc), alainfluenciade medio.

Todo este razonamiento, tiene sentido, si |a energia de una Onda Eléstica,
producida por un terremoto, se puede limitar con un par de frecuencias, es decir
gue la sefid sea de banda limitada.

Veamos ahora, la forma de la Densidad Espectral de Energia.
Consideremos e Espectro de Desplazamiento, U( w ), que de una forma general
y asintética, en el campo lgjano, se harepresentado en la Figura 5.2.

S se cdcula e Espectro de Velocidad, que estd mas directamente
relacionado con la energia, este se relaciona con e de desplazamientos por la
expresion:

[V(w)| = wjU(w)| (ec. 5.13)

Elevando al cuadrado;

6 Hemos considerado por simplicidad €l supuesto, no siempre vélido, que la atenuacion permanece
précticamente constante entre las frecuencias wi y we, esto serd verdad siempre y cuando no sean
frecuencia muy altasy, nuestros limites de integracién no sean muy diferentes.
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VW) = wAU(w)|? (ec. 5.14)

log U(w )

aprox. w 1

L e k.

log w

Figura 5.2. Forma AsintGtica del Espectro de
Desplazamientos de Ondas I nternas en el Campo Lejano
generadas por un terremoto. Obsérvese la definicion de
las frecuencias wy y W .

Se puede obtener una aproximacion alaenergia, E( w):

E(w) = w]UW)J? (ec. 5.15)

Luego, de acuerdo con la dependencia de U(w), con la frecuencia (Ver
Figura5.2) setiene:

0 +2

w S w<w, W™ s w<w,

UWw)ociw™ s w,<w<w, = EW)ociw® s w,<w<w,

w? § w>w, w? s w>w,
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Para €l rango de frecuencias wi < w < w» , de unaforma general se puede
considerar una dependencia del tipo w 2 , con 0 < a < 2, pero aqui hemos
elegido un valor mediodea = 1.

Luego, la Densidad Espectra de la Energia, se puede representar de una

manera asintética en la siguiente Figura (se supone que los efectos del camino de
propagacion han sido corregidos), ver Figura 5.3:

logE(w )

’
1
|
1
W 0

logw

Figura 5.3. Forma Asintética de la Densidad Espectral
de la Energia de las Ondas Internas en € Campo
Lejano, obsérvese como gran parte de la Energia de la
Onda, se encuentra confinada entre wi y w, (con
WiSWe < Wo ).

Laideaimportante aqui, es que €l registro de Ondas Elé&sticas en el campo
lgjano, es una sefid de banda limitada, donde el contenido energético se
encuentra sobre todo en un entorno de la Frecuencia Esquina (segun fue definida
anteriormente). Fuera de este entorno la energia decae con el cuadrado de la
frecuencia
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5.3.3. Relacion entre la Densidad Espectral de Energia
de las Ondas Internas y de las Ondas
Canalizadas.

En los capitulos anteriores hemos fijado nuestra atencidn en la influencia
del medio, pero nada habiamos dicho, respecto a la orientacion espacial de la
fuente respecto de nuestras estaciones de registro. Supondremos un modelo de
doble par de fuerzas, o lo que es lo mismo una fractura de cizalla sobre un
plano, que es la representacion mas sencilla de unafalla geol6gica.

Tomaremos en cuenta ahora el Patron de Radiacion, que ya se menciono
al principio de este capitulo, R(i, f), funcion del angulo de salida de cada rayo
(1), con respecto ala vertical, y del azimut del rayo (f ), medido desde la traza de
lafala. Si consideramos el Patron de Radiacion, normalizado a 1, entonces, la
funcién R(i , f), puede tomar valoresentre Oy 1. La influencia de este término,
es critica respecto de las amplitudes de las Ondas Internas, y sobre la Densidad
Espectral de Energia.

La correccion por este término no siempre es posible, pues como se sabe,
es un término muy sensible a la orientacion de la falla, y conocer esto ultimo de
una forma fiable, incluso hoy dia, no es una cuestion sencilla. Aunque han
mejorado mucho los programas por gjuste de las sefiales reales con sismogramas
sintéticos.

Con € fin de reducir la influencia del patrén de radiacion, en muchas
ocasiones se considera un valor medio tedrico, pero lo mejor es disponer siempre
de una distribucién de estaciones o méas homogénea y extensa posible alrededor
de la fuente. Desafortunadamente, en escasas ocasiones, se dispone de una
cobertura ideal de estaciones de registro. Cada rayo de una Onda Interna (p.].
Onda P), que posee un determinado contenido Energético en funcion de la
frecuencia, como € representado en la Figura 5.3, esta afectado por €l medio en
el cual se propagay por la disposicion espacial de la fuente respecto al receptor.
Esto ultimo queda reflejado através del patron deradiacion R(i, f).

En un principio la Onda Lg, podria representar |os mismos inconvenientes
gue la Onda S directa, a la hora de medir la amplitud sobre €ella, para calcular
magnitudes. Veremos que esto no es asi.

Consideremos nuevamente la representacion de las curvas de dispersion
(frecuencia — velocidad de fase, p.j. Figura 2.2). Téngase en cuenta que para un
cierto rango de frecuencias (w1 < w < w2 , ver Figura 5.3), donde se encuentra
gran parte del contenido energético de la fuente, existe un cierto nimero de
modos, (mayor cuanto mayor es €l rango de frecuencias en estudio, Ver Figura
5.4).
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También se ha mencionado que para una misma frecuencia, cada modo
estd asociado a un rayo con un angulo de incidencia diferente, que per mite
interferencia constructiva. Luego, cada modo representa un rayo con un
angulo de salida del foco sismico (i) distinto. Esto hace que la Onda Lg sea
menos dependiente de la orientacion espacial de lafalla, s pensamos, que dicha
onda esta constituida, por un conjunto de rayos, y no por un unico rayo. (Ver
Figura5.5).

Esta hipotesis es vaida, siempre y cuando, la frecuencia esquina del
terremoto sea lo suficientemente alta, como para considerar la existencia de un
gran nimero de modos dentro de la banda de frecuencias w1y wa.
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C
b
Wo W2 log w
log E(w) !
w O i
W 1 Wo W 2 |Og w

Figura 5.4. Se ha intentado combinar en esta figura la
representacion gréfica de las Curvas de Dispersion y la
Densidad Espectra de Energia. Parala Onda Lg pueden
corresponder muchos rayos en la Banda de Frecuencias
entre wi y wWp, donde esta contenida gran parte de la
Energia de la Fuente.

Como ya se ha mencionado, cuanto mayor es la magnitud del terremoto,
mayor es el tamafio de la fuente, y por tanto mas baja seré la frecuencia esquina
(ecuaciones 5.6 y 5.7). Como el maximo de energia, esta en un entorno proximo
de la frecuencia esquina, a desplazarnos en el diagrama de la densidad espectral
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de energia hacia las bajas frecuencias, menor serd e nuimero de modos que
coexistiran, y por tanto la Onda Lg estara formada por un nimero menor de
rayos. Luego los efectos del patron de radiacion, quedan menos promediados, y
su efecto sera mas acusado.

Corteza

Foco bi<b,

b

Manto

b

Figura 5.5. Consideramos la Onda Lg formada por un
conjunto de rayos, con diferentes angulos de salida del
Foco.

De lo dicho hasta ahora, se puede observar que la Onda Lg, posee:

A) UnaPropiedad.

Promedia e patron de radiacion mejor que un unico rayo directo,
para terremotos pequefios y medianos (ML < 4). Esto supone una
importante caracteristica de esta fase a la hora de calcular las magnitudes
de los terremotos regionales. En las formulas de las magnitudes, que se
expusieron a principio de este capitulo, excepto para la magnitud
momento, no hay un factor que hagareferenciaal patron de radiacion. Por
esta razdn, a pesar de que la cobertura de estaciones no es la ideal, este
problema se soslaya en parte, a utilizar lafase Lg. En todo caso, el caculo
de magnitudes sera tanto mejor cuanto mayor sea la cobertura acimutal y
en distancias de estaciones de registro.

S no fuera por esta caracteristica de la Onda Lg, seria
absolutamente necesario conocer el patron de radiacion para efectuar €l
célculo de magnitudes.
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B ) Un Inconveniente.

Pero a ser la Fase Lg, una fase compuesta por la suma de muchos
rayos, que se propagan “canalizados”, por cada una de las diferentes capas
gue componen la corteza, parece claro que esta fase sea muy sensible alos
modelos de corteza utilizados, ya sea por €l tipo de corteza (continental u
oceanica), por € factor de atenuacion, por el espesor de los sedimentos, 0
por la existencia o no de heterogeneidades laterales, Ver Figura5.6.

De ahi, que las férmulas de magnitud a la que hemos hecho alusién
mas arriba, y que se basan en la medida de la Onda Lg, dependan mucho
de lazona, region o pais, donde se deseen aplicar.

Sin embargo, esta tedrica desventgja, puede soslayarse en la
practica, con un estudio exhaustivo de la formula de la magnitud que se
esta utilizando: con unas constantes muy particularizadas para cada zona
donde se aplica, incluyendo factores de correccion por estacion, que en
principio, no dependen de la fuente.

Estacion

Foco v9 19
Capal Vi
Lg
Y v CORTEZA
\>©<><>©<><\ e
Moho
Vm

Figura5.6. Si se supone un modelo de corteza de dos capas, como e que se
representa en lafigura, con Vi< V2< W, y € terremoto ocurre en la capa
1. Se observa, que el Rayo Directo no estaria influido en ningln parte de su
trayectoria por la presencia de la Capa 2, (aunque si por € Patrén de
Radiacién: es decir, por € acimut y €l angulo de salida del rayo en el foco).
Sin embargo la Onda Lg, que se ha representado de una forma grafica por
todo un entramado de rayos (ver texto), si estainfluida por las Capas 1y 2.
La idea importante es que, la Onda Lg, barre toda la Corteza, e influye
mucho en su propagacion.
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5.4. Un caso limite: Ondasde Rayleighy Love.

Para terremotos muy grandes, el “maximo de energia” en el campo lejano,
esta desplazado hacia las bajas frecuencias. Crece la energia de las ondas
superficiales a bagjas frecuencias y llega a ser dominante, en particular para €
modo fundamental (Ver Figura 5.4). Entonces dominan las Ondas Superficiaes
Telesismicas, Rayleigh y Love, que s dependen fuertemente del patron de
radiacion [Ver en concreto €l libro de Lay, T. & Wallace, T.C. (1995), en pp. 351
y ss.; también Aki, k. (1960); Haskell (1963) y Haskell (1964)].



Capitulo 6.

Estudio General delos Frentes
de Ondas Esféricos en

M edios Estr atificados.

6.1. Introduccion.

Hasta ahora se han considerado ondas planas, con una dependencia
armonica con €l tiempo, no causales, es decir, sin un instante de comienzo ni un
final en & tiempo. Estas premisas han permitido, demostrar ciertas caracteristicas
de las ondas canalizadas de una manera sencillay relativamente intuitiva. Asi, se
ha visto, la relacion entre modos y rayos, el motivo de porqué las Ondas P no
producen especificamente ondas canalizadas, etc. Para demostrar todo esto, se
han considerado angulos y velocidades, suponiendo que siempre se cumple la
Ley de Snell.

Pero no se ha hablado hasta ahora del calculo exacto de la Amplitud de la
Onda, algo que es fundamental, s se pretende generar sismogramas sintéticos
paralaOndalg, y compararlos con terremotos reales.

El hecho de haber admitido un frente de Ondas Plano, supone que la
fuente esta infinitamente alejada del punto de observacion, 1o que no siempre es
asi, sobre todo cuando se estan estudiando ondas canalizadas a distancias
regionales, como la Onda Lg. Considerar € origen del terremoto (Hipoétesis del
Foco puntual), a una distancia finita de la estacién de registro, trae como
consecuencia tener que considerar frentes de Ondas Esféricos para las ondas de

112
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volumen (o frente de ondas cilindricos para las ondas superficiales). En este
caso, la interaccion con una superficie de discontinuidad, es mucho maéas
complicada, pues lateoria de rayos supone una aproximacion (Cap. 4.3).

El tratamiento de este problema, que de manera general se conoce con €l
nombre de problema de Lamb'’, es bastante complicado. En este caso es
necesario usar coordenadas cilindricas o esféricas, y Funciones de Bessel o
Legendre, en e plano complgo. Dichas funciones son muy utilizadas en
diversos campos de la sismologia. No vamos a resolver de una forma totalmente
detallada este problema.  Sin embargo, plantearemos el problema fisico con sus
condiciones de contorno, y daremos un razonamiento intuitivo para su
resolucion. Sobre todo, se extraeran conclusiones importantes de las soluciones
obtenidas, haciendo hincapié en las ideas basicas.

6.2. Frentede Ondas Esféricos. Laintegral de
Sommerfeld.

Las relaciones gque se van a ver permiten relacionar Ondas Esféricas, con
Ondas Planas y Cilindricas.

6.2.1. Integral de Sommerfeld.

La Ecuacién de Ondas Inhomogénea con una fuente puntual (con simetria
esférica) en e origen de coordenadas y una dependencia armonica del tiempo [es
decir, del tipo exp(-iwt)], enfuncion del potencial escalar, “f ” es la siguiente:

;iz —a?V¥ =4pa2Ad(x)exp(-iwt) (ec.6.1)

Donde:

az | +er : (ec. 6.2)

Es la velocidad de propagacion de la Onda en cuestion en € medio
eléstico.

17 Autor a quien se le atribuye el primer sismograma sintético, €l cual estudio, |as vibraciones transitorias
para una fuerza vertical puntual espacio-temporal, aplicada en la superficie de un semiespecio (Lay &
Wallace, 1995).
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Donde: | y m; son las llamadas constantes de Lame, la primera
relacionada con el coeficiente volumétrico o de compresibilidad, y la segunda es
el médulo de cizala o rigidez, que relaciona esfuerzos y deformaciones cortantes
decizalla.

r ; esladensidad del medio.

A; esunaconstante, que representa la amplitud.

Y por ultimo, d(x); es la Funcion Delta de Dirac, en & origen. El
argumento X, incluye las tres coordenadas espaciaesx, y, z

S se transforma esta ecuacion en coordenadas esféricas, toma la
forma:

ot 2at 10t

= a >Ad (R) exp(—iwt €cC.
R TRR azaz TP AdRIepEw)

6.3)
Sendo R’ = xX°+y°+ 7

Donde se ha supuesto gue el medio es homogéneo.
Seaf (R, t), una solucion particular, para este problema, que viene dada
por;

f (R 1) =§expii(ka R—wt) (ec. 6.4)

Donde;
ka=w/a

En la préctica, esta solucion representa el efecto de una fuente explosiva
en un medio'®, suponiendo que las longitudes de onda son grandes, comparadas
con el diametro de la fuente. Pero pequefias comparadas con la distanciaa limite
del medio maés cercano.

Lalntegral de Sommerfeld, viene dada por una suma de ondas cilindricas:

eleR i ka7 kak
= jo J,(kr) e

(ec. 6.5)

A

18 Suponiendo que €l Potencial Vector delasOndas S, “ y “ es igual a cero.
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Donde;

Jo(X) ; es la Funcion de Bessel de orden cero. En € Apéndice G,
se introducen algunas propiedades de estas funciones de
una manera sencilla e intuitiva. Junto con la exponencial
de z forman los vectores bases en coordenadas
cilindricas.

o2 2
F=yx+y } Son las tipicas Coordenadas Cilindricas.
VA

Y k2 = k- kg2

k ; Esel NUmero de Onda Horizontal.

Una demostracion detallada de esta relacion podemos encontrarla en Bath
(1968), en su Apartado 7.3.

La Relacion de Sommerfeld nos permite expresar ondas esféricas, como
una superposicion de Ondas Cilindricas. En los problemas de Ondas Elasticas
en un medio estratificado, se supone que € problema tiene simetria axial,
respecto a gje vertical Z, lo que implica que sea conveniente utilizar coordenadas
cilindricas.

6.2.2. Integral de Weyl.

Si en lugar de utilizar coordenadas cilindricas, se quiere expresar €l factor
gue depende de la distancia en la ecuacion 6.4, como una superposicion de Ondas
Planas, recurriremos a la Relacion de Weyl.

e—ikaR :__thT _i(kxx+kyy+Ez‘Z‘)% (eC 66)
R Tplle k. -

Donde K, =/k2 —k?

El integrando del miembro derecho de esta igualdad, representa “ondas
planas”, que se propagan en la direccién del Vector Nimero de Onda K, cuyas
componentesson K = (k«, ky, kz), sabiendoque|K |=w/a .
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Si setiene en cuentaque (ver Figura6.1):

dk,dk, _ (k? sen(d) dd dy )cosd
K K. cosd

Z

(ec. 6.7.9)

(k? sen(d) dd dy )cosd
K. cosd

=k, sen(d) dd dy (ec.
6.7.b)

Donded yy , son los angulos polares definidos, segun se puede ver en la
Figura6.1.

En laecuacion 6.7.b podemos distinguir que:

senddddy = ds (ec. 6.8)

kz

kx

Figura 6.1. Representacion de los Angulosd y vy, Yy
del elemento de superficie dS (= |k|? dZ , ver texto), en
el espacio del NUmero de Onda.
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Donde dX ; es un elemento de superficie en la esfera de radio unidad?®, en
el espacio del numero de onda, de tal forma que sustituyendo en la ecuacion 6.6,
tenemos:

gikaR

— ||(le —iK, (nyx+n,y+n3|2)
=—2 (0) €c. 6.9
R 2p j € ( )

Donde laintegral, es una integral de superficie extendida a la mitad de la
esfera (por la condicion n3 > 0), donde ny, n2 y N3, son los cosenos directores,
que vienen dados, en funcion deloséngulos d y vy , por:

Ny =sendcosy ,n2 =sendseny y nsz = cosd

Dedonde: ni? + n2 + nZ = 1. Ademéds. O£ y £2n y d puede
variar en principio entre 0 y n/2. Pero cuando se trata de considerar Ondas
Inhomogéneas, d puede tomar valores compleos, en concreto d = n/2+ia con a
T A, lo que fisicamente significaria que estas ondas se propagan paralelamente al
plano XY (es decir, e plano correspondiente a d = n/2). La parte imaginaria
implica que las ondas se atenlan exponencialmente en la direccion Z.
Recordemos que en nuestro modelo para un medio estratificado, las
discontinuidades entre |os medios, corresponden alos Planos Horizontal es.

Una generalizacion de la Integral de Weyl, viene dada por:

F@-t-R) _

1 ! . a—
= —EJ‘F [a-t—({,x+n,y+n,z)] d= (ec.6.10)

donde F’ es la derivada respecto del tiempo. Si tomamos la transformada de
Fourier temporal de (6.10) se encuentra (6.9).

19 Obsérvese como este elemento de superficie, dX en la esfera unidad, coincide con la definicion de
angulo sdlido (medido en estereoradianes). Para una esfera de radio cualquiera R, €l elemento de angulo
solido (dW ), se puede consultar en Alonso & Finn (1970), y viene dado por:

dw=dz /R?.
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6.3. Interaccion deun Frente de Ondas Esféricos
con la SuperficieLibre.

6.3.1. Solucion General.

A) Planteamiento del Problema.

Se trata aqui de considerar un modelo més realistico para distancias
regionales, como es el modelo de una fuente puntual.

El potencia de Ondas P, que denotamos con f , y el potencial de Ondas
SV , vy, satisfacen las correspondientes Ecuaciones de Ondas, en un medio
isotropo (Teorema de Lame):

fo ;2 +a’vi (ec. 6.11.3)

y =r3+ b2V (ec. 6.11.b)

Donde: r esladensidady, a y b las velocidades de las Ondas de
Dilatacion y Cizalla respectivamente.

Lostérminos ® y YV ; son los potenciales que nos permiten obtener las
fuerzas por unidad de volumen® . El vector que representa dichas fuerzas, f,
viene dado por:

f =V®+V AV A(00,¥) (ec. 6.12)

L os desplazamientos en funcion de | os potencial es vienen dados por:

u=Vf +VAVA(00y) (ec. 6.13)

2 Nota: En la literatura Inglesa, este tipo de fuerzas son denominadas como “body forces”, (Aki &
Ricrads, 1980), en oposicién alas llamadas fuer zas de contacto (fuerzas por unidad de &red), estas Ultimas
son fuerzas internas que mutuamente actlian entre particulas adyacentes, dentro de un medio continuo,
como son las Presiones y Tensiones.
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Y severificaque:

I—=G—a2V(VOU)—b2V/\(VAU) (ec. 6.14)

Si se considera una fuente puntual que emite Gnicamente ondas P, con una
dependencia armonica del tiempo, de frecuencia w, que supondremos asi, para
quitar complejidad al problema, cuyo potencial viene dado por:

@ = 4pA,r a’d(x)d(y)d (z-hye™ (ec. 6.15.9)

y=0 (ec. 6.15.b)

Se considera que la fuente se encuentra a una profundidad “h”, de la
superficielibrez= 0, lafuncién d(x), esla Deltade Dirac, y A es una constante.
Setomael criteriodez< 0, haciael interior delaTierra

Seguin la ecuacion 6.11.a, esta fuente genera ondas esféricas del tipo;
f.(Rt)= % g 'taRW) (ec. 6.16)

Con:

R laDistancia Radial.

R:\/x2+y2+(z—h)2 (ec. 6.17)

Ao Constante.
Como sabemos por la teoria de Ondas Planas, una Onda P incidente en la
superficie libre dalugar auna Onda P reflejada (f renl), Y a una Onda SV Reflegjada
(Y ren). De unaforma general, podemos escribir;

from(R t) = finc(R )+ fren(R, 1) (ec. 6.18)

Donde, utilizando la Integral de Sommerfeld:
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fo(RY) :%e‘i(‘% 0 _pem | Jo(kr)%e_kg Mo

(ec.6.19.9)

fa(r,2) =€ [ AR 3o(kne ek (ec. 6.19.b)

Y a(r 2.0 - €[ Bl(k)kia 3, (k)€ KD g (ec. 6.19.0)
Donde:

k: =,k?-k? (ec. 6.20.9)

kb = JKZ k2 (ec. 6.20.b)

Sabiendoque ka=w/a yke=w/b,
r=+x*+y? ,y z;sonlas coordenadas cilindricas usuales.

k2 y k puedentomar valores realesy también complejos.
k= w/c, dondec eslaVelocidad Aparente.

Para Ondas Homogenéas se verifica que k2 , k£ son
imaginarios puros, esdecir c>a ,b.

Sin embargo para las Ondas Inhomogéneas o también
[lamadas evanescentes, que se atendan exponencialmente
con laprofundidad, k2 , k? son reales, o que hace que c <
a, b. Como se sabe este tipo de ondas se propagan
paralelamente a la superficie de discontinuidad. En general,
las ondas elésticas inhomogéneas se propagan con una
velocidad horizontal menor que la de las ondas internas.

Aplicando condiciones de contorno en la superficie libre, es decir,
esfuerzos nulos, para las correspondientes componentes del tensor de esfuerzos,
txz Y1z, enz=0.

Con la ecuacién 6.13, convertimos los desplazamientos en coordenadas
cilindricas, a partir de los respectivos potenciales:
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of oy |
u =—oa (ec. 6.21.9)
or oroz
of oy
U =t _ li[r 'ef'] (ec. 6.21.b)
0z ror or

Y teniendo en cuenta la relacion entre desplazamientos, deformaciones
(e)) y esfuerzos;

j (ec. 6.21.¢)
t K +ome (ec. 6.21.d)
7 total 82

En esta Ultima ecuacion se hahecho uso delasec. 6.11.ay ec.6.13.
Asi pues, sustituyendo los potenciales e igualando los esfuerzos a cero en

z = 0, se obtiene la ecuacion de los coeficientes, y por otra parte considerando
gue | =m se cumple en forma aproximada en la corteza, se tiene:

2ki? (A, A1)+[( < f - kﬂs 0 (ec. 6.22.8)

[3(2 )2 n kz}(pb +A)+2KksB, =0 (ec. 6.22.h)

Se puede observar como estas ecuaciones son analogas a las que se
obtienen en los problemas de ondas planas.

Se ha nombrado, por conveniencia;

=k -k? (ec. 6.23.9)

ks = .[kz -k (ec. 6.23.0)

Y los Coeficientes de Reflexion resultan:

A Ak ks - (32 - 2k?)

_ (ec. 6.24.3)
A F(k)

Vip (K) =
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B, - 4kK: (3K -2k?)

V. (K)=—1= . 6.24.
os (K) A F(K) (ec. 6.24.b)
Donde F(k), esel Determinante de Rayleigh:
F k) = (32 - 2Kk?) - ak2 Kk K2 |k — K] (ec. 6.25)

S se sustituye los coeficientes Ai(k) vy Bu(k) , en funcion de los
Coeficientes de Reflexion, Vpp(K) 'y Ves(K), en las ecuaciones integrales, es decir,
ec. 6.19.b y 6.19.c, se obtiene:

f . (r2)-A I:Vpp(k)Jo(kr)kLaek? (40 g (ec. 6.26.9)

Y o (r2) = A j:vps(k)Jo(kr)kiae"‘? 22 e (ec. 6.26.b)

Donde se ha prescindido, sin pérdida de generalidad, de la parte armonica
gue representa la dependencia con el tiempo.

B ) Resolucion del Problema.

A lavistade las expresiones de Vpp(K) ¥ Vps(K) , en funcién de la variable
“k”, la resolucion de las integrales de arriba, no parece simple. La resolucion por
métodos numéricos, impediria llegar a conclusiones que pudiéramos interpretar
de unaforma clara. Parallegar a expresiones analiticas aproximadas se recurre al
método de integrales de contorno en el campo complejo (consultar el Apéndice
F, donde se dan unas ideas intuitivas sobre el método aludido). Asi pues, se
concentra la atencidn sobre la integral del Potencial “y ren “ (ana ogos resultados,
se pueden obtener paralaintegral de “f ren

Si primeramente se extienden los limites de integracion desde - « a + «
en la integral de la ecuacion 6.26.b, haciendo uso de la Funcién de Hankel de

Orden Cero de segunda clase, “ Ho@( x ) “(ver Apéndice G, apartado G.4. ), y
teniendo en cuenta que:

Vos( +k) = - Vps(-k) (ec. 6.27)

Se puede escribir:
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Y (2= 1(kr.2)dk (ec. 6.28)

Llamando;

a b
| (kr,2) = 2V, (OH? (kr)kiae(kz g2

z

(ec. 6.29)

Para la resolucién de la Integral del Potencial de fren , hay que extender
los limites desde -¥ a+¥ . En este caso Vpp(K) €s unafuncion par, y se debe
utilizar la Funcién de Hankel de primera clase, Ho™( x ). Pero la demostracion
en esencia, es analoga.

Si pasamos a una variable compleja general, como se ha apuntado méas
arriba:

Z=h+ix (ec. 6.30)

S Z1 Centonces h eslaparte real del nimero complgjo Z, y x esla
parte imaginaria.

Consideremos Integrales de Contorno en el plano complejo. Aplicando €
Teorema de Cauchy a un contorno cerrado C , donde el integrando se supone que
es unafuncién analitica (Apéndice F , ec. F1), se puede escribir:

§C | (z) dz = 2pi ZN:Res(z ) (ec. 6.31)

Donde Res( zj ) , es el llamado residuo del integrando en el polo “z*,
dentro del contorno cerrado C . Esto es vdlido, s €l integrando dentro del
contorno no posee otro tipo de singularidades que no sean polos. En e Apéndice
F, se exponen las bases del Teorema de Cauchy.

Se ha eliminado de la notacion en € integrando las variables r y z, pero
solo de la notacion, recordando que estan implicitas en €l integrando.

Conviene no confundir en la notacion utilizada, la variable complgja Z,
con la coordenada cartesiana vertical z, en las demostraciones siguientes.
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6.3.2. Solucion en Ondas Guiadas. Polo de Rayleigh.

Este tipo de Ondas, son las que dominan a largas distancias, y se obtienen
apartir de los residuos de la ecuacién 6.31, que a su vez se calculan con los polos
gue €l integrando posee.

(k) = A= 2kkzé3('|‘§2)‘ 2 @ (kr)kia

é@m@n

Y los polos vienen determinados, donde €l integrando tenga una
determinada singularidad, segin se expone en e Apéndice F, y esto ocurre
cuando el determinante de Rayleigh F(k), que se encuentra en el denominador,
seaigual acero:

F (k) = (32 - 2Kk? ) - 4k? [k? —kZ Jk? —kZ =0 (ec. 6.32)

Se obtiene asi lallamada Ecuacién de los polos.

Esta ecuacion, muy conocida dentro del estudio de las Ondas
Superficiales, tiene un par de soluciones reales, + kr, que son compatibles con la
condicion: kr > ky > ka> 0, para que haya ondas guiadas en lasuperficie.
En rigor kr seria complejo, pero de momento se considera la parte imaginaria de
kr MUy pequefia.

kR: hr+ iXr , cOn XR < 0

Peokre A, s x>0

Este tema se tratara en €l estudio de ““Leaky modes” o modos a pérdida,
en las ondas canalizadas.

Los residuos del integrando (ec. 6.31) vienen dados por (Ver Apartados
F.3y F.5 ApéndiceF):

Res(k.) = 2ATT (k) H @ (k r)e € M |€-162) (ec. 6.33)

Donde:

k& (3k? — 2kg)

) =" Fey
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, dF (k
F (kR) = d(k )
k=g

Luego, la solucion alaintegral inicia y por tanto a problema (ec. 6.31),
se obtendria; por una parte, conociendo e Residuo, que representa a las Ondas
Guiadas de Rayleigh y por otra, calculando las integrales a lo largo de los
Ilamados “cortes de ramificacion” (Ver Apéndice F).

Como se menciond a principio, andlogas conclusiones, podemos obtener,
para el Potencia “f ren( 1, 2) “, procediendo de igual manera, y teniendo en cuenta
las ecuaciones 6.21.ay 6.21.b. Conocidos los potenciales, se pueden obtener l1os
respectivos desplazami entos.

Aqui sdlo se van hacer unos breves comentarios, a la vista de la ecuacion
6.33.

a) Comokr> ko> ka (y z< Ohaciad interior de la Tierra), laamplitud
de este tipo de Ondas, decae exponencialmente con la profundidad.
Son Ondas que se desplazan guiadas, paralelas ala superficie libre.

b) Pero, para grandes distancias, utilizando la expresion asintética parala
funcién de Hankel Ho@( kr ) (ver Apéndice G), setiene

) 2_ 2h 2_ |2
0 2 ke) - AT (e [ o - —p 14yt T
R

(ec. 6.34)

Donde ahora, se ha incluido, la dependencia armoénica del tiempo,
(ec. 6.19.c), por lo que aparece lafrecuencia, w. Se hatomado la parte
real de todalaexpresion del potencial. Observese como dicha expresion
esta particularizada, para el valor del residuo kr.

Como se ve este tipo de ondas se atentia con la distancia con r =2,
lo cual hace que esta Onda tenga mayores amplitudes a grandes
distancias comparadas con las P y S cuya atenuacion geométricaes r 1.

C) La velocidad de este tipo de Ondas Guiadas viene dado por:
Cr= W/kr (ec. 6.35)

Y comokr > ky > ka , severificaque: cr<b<a .
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Inecuacion que ya es conocida, que muestra como las Ondas de
Rayleigh se propagan a una velocidad menor que las Ondas de cizalla
del medio.

d) Obsérvese también, que para cada par de valores ka y ko Se obtiene un
valor diferente de kr (ec. 6.32), paralas Ondas de Rayleigh. A su vez
los valores de ka y ko , dependen de las velocidades a y b, de las
caracteristicas intrinsecas del medio, y por otra parte, de las
frecuencias de las ondas que emite la fuente sismica. Luego si la Onda
Incidente inicial tiene un espectro de frecuencias continuo, como
ocurre para un Terremoto real, las ondas guiadas, deben tener, en
principio un espectro de energia muy similar.

En realidad, en la expresion 6.34, la longitud de onda de Rayleigh,
no es una variable independiente, dados unos valoresde a y b, y una
frecuencia w, el valor de kr , esté fijado por la ecuacion de Rayleigh,
como se acaba de decir.

6.4. Ondas Guiadas en una Capa debida a una
Fuente Puntual gue emite Ondas Esféricas.

A) Introduccion.

Vamos a estudiar €l problema de Ondas Love, de una manera més realista,
suponiendo que trabajamos a distancias de la fuente donde los frentes de ondas
deben considerarse ain esféricos.

B ) Planteamiento de Problema.

Sea una fuente puntual ideal, que solo emite Ondas SH , dicha fuente se
encuentra dentro de una capa plana y paralela, sobre un medio semi-infinito,
modelo de Corteza-Manto, la velocidad de las ondas de cizallade la capaes b;,
y ladensidad r 1,y e medio semi-infinito posee velocidad b, y densidad r 2,
con la condicion de que bi<b,.  Ambos medios se suponen isétropos y
homogéneos. H es e espesor de la capa. La fuente se encuentra a una
profundidad hz, bajo la superficiede la Tierra (ver Figura 6.2)

Sea u'yq; € Campo Total de Desplazamientos Horizontales?, en la capa,
gue en coordenadas cilindricas, vendra dado por:

2L Dichos desplazamientos son transversales a la direccidn de propagacion, de aqui que se haya denotado
con € simbolo del angulo polar g.
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Ulg(r, z t) = Uog(r, zt) + uig(r, z, t) + urg(r,zt) (ec. 6.36)

Donde:

Uog Es e campo de desplazamientos inicial emitido por la fuente
puntual, supone la Onda Directa.

Ug representa los desplazamientos de las Ondas SH Reflgjadas en
lasuperficielibrey

Urq representa reflexiones en la superficie de discontinuidad entre
la capay e medio semi-infinito®.

Si suponemos una dependencia armonica del tiempo, ver
Apéndicel., ec. I.10, en coordenadas esféricas, tenemos:

Uy, (R.1) = B_F;e“("blR‘Wt) (ec.
6.37)

Superficie

Libre
hy CAPA
H
Fuen
ri,b:
h
v

MEDIO

ro,b;

Figura 6.2. Modelo de una Capa plana y paralela, sobre
un Medio semi-infinito, y la Fuente emite Frente de
Ondas Esféricos.

La explicacion de cada factor se puede encontrar en e mencionado
Apéndice |. Digamos aqui que Bo , es simplemente una constante. Esta expresion
es solucion de la ecuacion de Ondas (ec 1.7), para una Fuente Puntual .

2 Como sabemos por la Teoria Elemental de Ondas El&sticas, en presencia de una superficie de

discontinuidad entre dos medios, una Onda Incidente SH , da lugar a Ondas SH Reflgjadas y Refractadas,
Unicamente.
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S se utiliza nuevamente la Integra de Sommerfeld (ec. 6.5), puede
escribirse:

k
Ko

Uy (1, 2) =By @™ [ Jo(kr) o T g (ec. 6.38)

Donde: h: ; eslaprofundidad de la Fuente (ver Figura6.2), y

kP = /k*—kZ ,con Kk, :bﬂ :

1

Laexplicacion de cada factor se puede encontrar en el Apartado 6.3.1.

Utilizando de nuevo coordenadas cilindricas, se puede expresar:

Uy (r.zt) =" [ Bk Jo(kr) kl; e ) g (ec. 6.39.3)
Uy (20 =" [ By(K) I, (kr) k‘; oz D g (ec. 6.39.b)

Se haconsiderado z< 0, hacia€el interior delaTierra

Y hy = H-hy; esladiferencia de profundidades entre e Moho y la
fuente (ver Figura 6.2).

Para los desplazamientos transversales de las ondas SH, refractadas en €
medio semi-infinito, se tiene también en coordenadas cilindricas:

iwt [+

U, (r,zt)=@ O“’C(k) J, (kr)

b, by
e M gk (ec. 6.39.0)

k
k>

Donde: k2 =,k*-k; , con Ko, :bﬂ :
2

Al igua que en el Apartado anterior, se imponen condiciones de contorno
en la Ecuacién de Ondas, para los desplazamientos totales en lacapa uq( 1, z, t),
y los desplazamientos en el medio semi-infinito u™zq( 1, z, ).

Asi, suponiendo esfuer zos verticales, nulos en la superficielibre z= 0.
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ou’  ou’
tt = 4 4 77z -0 ec. 6.40.a
- mi( > " o j ( )

Aunque debido ala simetriaaxial del problema;

auqu
oq

0 (ec. 6.40.h)

Y m = bi?ar;; Médulo de Cizalla o Rigidez, dela capa.

Suponiendo continuidad de desplazamientos y esfuerzos verticales, en
la superficie de discontinuidad entre la capa y € medio semi-infinito; z= H ,

se obtiene:

Uqu = U2q (eC 640C)
T
th=m2om B g (ec. 6.40.0)

m = by?r,; Mddulo de Cizalla o Rigidez, del medio semi-infinito.

Donde se ha hecho uso de la identidad de la ecuacién 6.40.b, para los
desplazamientos, tanto en la capa como en el medio semi-infinito.

Luego sustituyendo la expresion general de los desplazamientos (ec. 6.38,
ec. 6.39.a, b y ¢), en las ecuaciones para las condiciones de contorno (ec. 6.40.a,
c y d), se obtienen las siguientes ecuaciones lineales, para los coeficientes Bi(K),
B1(K) y C(K), en funcién del Coeficiente de la Onda Incidente Bo .

—by —by —by

_e—ikz h, Bl +eikz h, Bl. _ e—ikz h; Bo
b b o b (ec. 6.41.9)
—by —by by —=by —by
—ikz (H+hy) Bl +e|kz (H+hy) Bl. _el(kz H+kz h2)C= e—lkz (H-hy) Bo
(ec. 6.41.b)
L by . by . -by by
—nlkzl e—lkz (H+|’11)Bl+quz1 eIkz (H+hz)BI —ITEkzz eI(kz H+Kz h2)C=
-by
—b, —ikz _
_ n]kz e ikz (H-hj) Bo
(ec. 6.41.¢)

Donde: Ko = k2 —Kk? (ec. 6.42.3)
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Y, K. = ks —Kk? (ec.6.42.b)

Estas ecuaciones permiten obtener, el valor de los coeficientes en funcion
del nimero de Ondas Aparente, “K” ,como;

—by —b, —b, . —b —b,
ikz h, K k2 (H - —imKk; k: (H -
Bk --B,g"" {rw ofK (-l s hln}
(ec. 6.43.9)
Tbg b2 Th by
Bl(k) — BO e—lkz (H+h2)|:(rnzkz + r;l(kkz) )Senkz h] (eC 643b)
_—bz  =by by by
C(k) =-2iB,@ ' H*= " (%J (ec. 6.43.0)
Donde:
A(k) = m k" cos ks H —imKk;'senk;'H (ec. 6.44)

Esta funcion es muy importante, ya que a partir de €ella, se obtiene la
ecuacion de dispersion.

Si se tienen en cuenta, estas expresiones para los coeficientes y se calcula,
el desplazamiento total, en la capa (ec. 6.36), como:

UT1g(r,Z) = Uog(r,2) + Uig(r,z) + Urg(r,z) (ec. 6.45)

Se ha prescindido de la componente del tiempo (arménica). Sustituyendo
las ecuaciones 6.43.a, b y c, en las ecuaciones 6.39.a, b y c, respectivamente, y
sumando (ec. 6.45), se obtiene:

by _7bl
z (z+h) ikz (z+h,)

ke Jz-hy ik
e +B, (ke B, (k)€

T _ +00
uy, (r,z)_J'0 B,

-Jo(kr)k—‘f,ldk

(ec. 6.46)

Y € resultado es €l siguiente:



Capitulo 6. Estudio General de Frentes de Ondas Esféricos en... 131

ul (r,2) =j0+°°@Jo(kr) K

dk . 6.47
A(K) K (ec. 6.47)

Donde €l término A(K) , viene dado por laecuacion 6.44 , y;
P(k) = —Zlcosﬁfl(z— H)+isenk, (z— H )Jsen K:'  (ec. 6.48)

En Ewing et al. (1957), se puede ver como laintegral de la ecuacion 6.47,
se puede expresar de una forma aproximada, por un desarrollo en serie, y como
los términos de dicho desarrollo, pueden ser identificados, ademés de con €l rayo
directo, con rayos reflgjados un cierto nimero de veces en el fondo de la capa.

Si se intenta resolver el problema siguiendo los pasos del Método del
Apartado anterior, transformando la integral de la ecuacion 6.47, en una integral
de contorno en e campo complgo, y aplicando el Teorema de Cauchy, (ver
Apéndice F). Dicha integral sera igual a la suma de los residuos, mas las
integrales alo largo de las lineas de ramificacion.

Si se consideran las distancias horizontales grandes, la solucion aportada
por € residuo, es la solucidn predominante, como se discutié en su momento.

Se sabe que también los residuos de la integral de la ecuacion 6.47, se
calculan en los polos del integrando, (ec. F.7), que a su vez tienen lugar en las
raices del denominador, esdecir, donde A(ko) = O, lo que permite escribir, segin
la ecuacion 6.44:

A(ko) = MKz’ coskz H—imkz'seni;' H=0  (ec. 6.49)

by

Y haciendo uso de las expresiones de K,

b,

y K, .

LS N ey (ec. 6.50)

my/ks, —Ks
Y para que esta ecuacion tenga soluciones reales, es decir, polos sobre €l

gje real, debe verificarse que k, >k, >k, , tal que la ecuacion de arriba se
puede volver a escribir, como:

myko ki, _ tan(H 2 —k? ) (ec.6.51)
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Dicha ecuacion, es la Ecuacion de Dispersion del Medio, conocida

también en la literatura inglesa, como “Period Equation”.

C)

C.1.

C.2

C.3.

C..

C.6.

Conclusiones.

La Ecuacién de dispersion (ec. 6.51), es idéntica a la obtenida suponiendo
frente de Ondas Planos (ec. 2.7). Aunque la ecuacion obtenida aqui usa
criterios mas realistas, suponiendo frente de Ondas Esféricos.

Esta ecuacion es independiente de la profundidad de la fuente, a pesar, de
haberla tenido en cuenta, al comienzo del problema.

Dicha ecuacién como sabemos tiene infinita soluciones o raices (también
llamadas “eigenvalores”), dada la periodicidad de la funcion tangente
[tan(X)=tan(x+2pn) , n = 0, 1, 2,...N ]. Que como se ha demostrado son
los polos del integrando de la ecuacion 6.39.a, b y c. Esto implica una
infinidad de modos. Una expresién para los desplazamientos en la capa se
puede obtener a partir de los residuos del integrando (Apéndice F.3), que
siguiendo un procedimiento muy parecido a descrito en el Apartado 6.4.2,
para las Ondas Rayleigh, en un medio semi-infinito, y utilizando la
aproximacion asintética de la Funcién de Bessel de Orden cero [Jo(X)],
para distancias grandes, se puede deducir que los desplazamientos se
atentian con la distancia como r =2 | dicha propiedad, no puede deducirse
con Frente de Ondas Planos.

Recordar simplemente que la condicién para las soluciones de la Ecuacion
de Dispersion k, >k, >k, ,conn=0,1,2,. Haceque k* = ki -k ,

seareal, lo que implica que los desplazamientos, en el medio semi-infinito
(ver ec. 6.39.c), se atenlien exponencial mente con la profundidad (recordar
queelegimosz< 0, haciael interior delaTierra).

Una descripcion detallada del Método, se puede encontrar en Ewing et al.
(1950).

Cada residuo del Integrando, en la ecuacion 6.47, es un modo diferente,
para cadan =0, 1, 2,... Ya hemos dicho que a grandes distancias se
puede aproximar la integral, por la suma de los residuos (ec. F.1),
despreciando la parte de la solucién correspondiente a los Cortes de
Ramificacion. De ahi, € nombre de Método de Sumacion Modal, para
obtener sismogramas sintéticos.
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6.5 Modelo de una Capa sobre un Medio Semi-
Infinito, cuando la Fuente se encuentra en €
M edio Semi-infinito.

A) Introduccion.

De todos es conocido, gque los terremotos que ocurren a gran profundidad,
en particular fuera de la Corteza Terrestre, no “generan” ondas superficiales, o
estas son muy débiles. Asi pues a distancias regionales no se puede hablar de
onda guiada en la corteza, y no tiene sentido la denominacion de onda Lg, parala
onda S, cuando la fuente del terremoto esta por debajo de la discontinuidad de
Moho. El problema conceptualmente es sencillo, desde el punto de vista de la
Teoria de Rayos, sabiendo que no puede haber Ondas supercriticas, que son las
verdaderas generadoras de las Ondas Guiadas (Recordar € Apartado 4.5). Aqui,
en este apartado, se expone € problema desde la Teoria de ondas, imponiendo
condiciones de contorno, y suponiendo como en el caso anterior, frente de ondas
esféricos. En este apartado, se plantea €l problema, limitandonos a comentar los
resultados, que nos serviran para introducir el fendmeno de “leaky modes”, que
ya se menciono en capitulos anteriores.

B ) Planteamiento del Problema.

Suponer como en e apartado anterior, una capa plana, homogénea e
isotropa, sobre un medio semi-infinito, homogéneo e isotropo también, la capa es
paralelaa medio semi-infinito. Sea by y r1, lavelocidad de la Ondade Cizalla
y densidad en la capa, respectivamente, y sea b, y r 2, las constantes respectivas
para € medio semi-infinito (ver en la Figura 6.3, una representacion del
problema). Suponemos que b2 > bs, a igual que en el caso anterior, se supone
una fuente puntual e ideal, que emite ondas SH, pero ahora la fuente se encuentra
por debajo de la capa, esdecir | hi| > |H| . Siendo H €l espesor delacapa, y h.
= hy - H, la profundidad de la fuente, medida desde la superficie de
discontinuidad, entre ambos medios.

Si como en casos anteriores, se supone una dependencia arménica del
tiempo, los desplazamientos en coordenadas esféricas, para esta fuente puntual
(Ver Apéndicel), vienen dados por:

=i (ky, R-wt)

Uy, (RE) = B—Fge (ec. 6.52)

Donde
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R=.x*+(z-h)?
Bo es Constante.

Utilizando la Integral de Sommerfeld, como en los casos anteriores (ec.
6.38), pero ahora teniendo en cuenta que la fuente se encuentra en el medio semi-
infinito, podemos escribir;

i +00 _Kkb2j7_
Uy (r,20) =By @™ [ Jo(kr)k—lzze e g (ec. 6.53)

Donde: k;> =k*-ki vy kb2=bﬂ.
2

Con znegativo haciael interior de la Tierra, como en |os casos anteriores.

En e medio semi-infinito; ademas de la propia Onda Directa, existira la
Onda SH Reflgada, en la superficie de discontinuidad, cuyo desplazamiento es
U . Y enlacapasetienenlas Ondas SH Transmitidas a traves de la superficie
de discontinuidad, seauiq Y, las SH Reflejadas en la superficie libre, seaurq .

Superficie
Z=0 Libre
h1 b1 y P1
H
b, >b,
v
b. , p2

Figura 6.3. Modelo de una
capa planay paralela
sobre un medio semi-

infinito, en e quela
Fuente se encuentra en €
medio semi-infinito y no
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Asi pues, se puede escribir de manera general, utilizando coordenadas
cilindricas,

i +00 bo
Uy (2 =" |, Bz(k)Jo(kr)klzz a“ " g (ec. 6.54.9)
iwt -+ K —k2k0%h,
u,(r.zt) =g jo Cl(k)JO(kr)We dk (ec. 6.54.b)
Y,
iwt o K klzeki?h,
U, (r,zt)=@ jo Cl.(k)JO(kr)kbze dk (ec. 6.54.c)

Donde; K2 = [k? -k

En e Medio Semi-infinito, los Desplazamientos Totales, vienen dados
por:

UToq(r, z t) = Uog(r,zt) + Ux(r,zt) (ec. 6.55.9)
Y enlacapa, € Desplazamiento Total, uiq", viene dado por la suma:

UTig(r,zt) = Ug(r,zt) + Urg(r,zt) (ec. 6.55.b)

Como en |los casos anteriores imponiendo condiciones de contorno:

> lgualdad de los desplazamientos y esfuerzos a través de la
superficie de discontinuidad entre la Capa y € Medio Semi-
infinito (z= H).

» Esfuerzos nulos en la Superficie Libre.
Con estas condiciones se obtienen tres ecuaciones con tres incognitas que
son los coeficientes Bi(k) , Ci(k) y Cu(K), que podemos poner en funcion de la

amplitud de la Onda Incidente u Onda Directa, Bo.

Resolviendo € sistema de ecuaciones se obtiene:

: 7b2
B, (K) = B, @ ¥@9C e TH -l (ec. 6.56.9)

K:'By | K-
MKz By _i{arctagG(k)—k, “[H-(h;+h,)]}

Cl(k) =- N(k)

(ec. 6.56.h)
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Y, por ultimo:

by . *bz
C, (k) = oK By JtarcaGto-ke H-(w (o0 g 56,¢)

N(k)
Donde:
o,
G(K) = ”15; tag(Eng) (ec. 6.57)
mk.’
Y
N (k) = \/(@Egz )2 cos? (k,'H) +(rqESl )2 sen’ (k' H) (ec. 6.58)

Donde, como en otras ocasiones;

K=k -k y ke =k -k

Y m y m sonlosmbdulosde cizalao rigidez, de lacapay del medio
semi-infinito respectivamente.

S sustituimos estas ecuaciones (ec. 6.56.a, b y ¢) en las ecuaciones
6.54a b y c, se obtienen las respectivas expresiones analiticas de los
desplazamientos en e medio semi-infinito y en la capa.

C ) Conclusiones.

C.1. El coeficiente Bz(k) de la Onda SH Reflejada en € semiespacio, tiene €
mismo valor en médulo que €l de la Onda Directa, es decir,

| B2(K) | = | Bo]. (ec. 6.59)

Lo cual quiere decir que todas las ondas que penetran a interior de la
capa, terminan “saliendo” otra vez, hacia el semiespacio. No queda
energia atrapada en la capa, 0 que en la literatura inglesa se conoce como
Efecto de “Leaky modes”. Claro esta, que se ha considerado un modelo de
Cortezaideal, sin atenuacion aneléstica o de scattering, etc...
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C.2. Con los mismos razonamientos que en |os apartados anteriores, las Ondas
Guiadas o Canalizadas en la capa, se obtienen a partir de los polos del
integrando de las ecuaciones 6.54.b y c. Estos polos, a su vez, son las
raices del denominador en las expresiones de los coeficientes Cy(k) y

Cr'(K) (ec. 6.56.b y ¢ respectivamente). Pero en este caso, k.’ , debe ser
real, para que haya una fuga de energia hacia el semiespacio. Una
ingpeccién un poco detallada del denominador, es decir, de lafuncion N(
k), ec. 6.58, permite comprobar que no es posible encontrar soluciones
reales para ecuacion N(ko)=0 en la primera hoja de Riemann, con la
condicion k< k, , deta formaque ahoralas soluciones se encuentran en

las hojas de Riemann que no son accesibles debido alos cortes.

6.6 “Leaky Modes”.

Este término anglosajon, ha aparecido en ocasiones a lo largo de este
trabgjo, y fue mencionado en € apartado anterior (Apartado 6.5). Aqui, se daran
unas ideas fundamental es sobre este concepto para su mejor comprension, ya que
este término es muy importante en el estudio de las Ondas que se propagan en
medios estratificados. El tratamiento matematico de este problema es alin méas
complgjo, que en los casos anteriores [Oliver & Major (1960), Rosenbaum
(1960), Phinney (1961a y b) y Watson (1972),...].

Este término que en castellano viene a significar Modos a pérdida, en
contraposicion a los llamados Modos Normales o Bloqueados ( “Locked Modes”
0 “Trapped Modes”).

Como se ha visto, los llamados Modos Normales, que se obtenian de las
raices reales de la Ecuacion de Rayleigh (ec. 6.32 y 6.49), es decir, los polos del
integrando sobre €l gje real, en la hoja superior de Riemann (ver apartado F.6 del
Apéndice F ). Sin embargo, también se pueden considerar las raices complegjas
de la Ecuacion de Rayleigh. El hecho de considerar estas soluciones complejas es
una manera de transformar las integrales, alas que dan lugar, los [lamados cortes
de ramificacion, en una suma de los polos complegjos en las hojas inferiores de
Riemann (ver Apéndice F). Alsop, 1970 y Aki & Richards, 1980.

Se puede demostrar que las soluciones de los desplazamientos, obtenidos
de estas raices complejas de la Ecuacion de Rayleigh, se atentian rapidamente.
Normal mente exponencial mente con el tiempo, y representan una fuga de energia
de la capa, hacia el espacio semi-infinito (Modelo de una Capa sobre un Medio
Semi-infinito), de ahi el nombre de “Leaky Mode”.

Desde € punto de vista de las curvas de dispersion, ver Figura 2.6, esta
fuga de energia, tiene lugar para todas las frecuencias de la fuente, las que para
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un determinado modo, se encuentran por debgo de la frecuencia de corte (ec.
2.8). Una deduccion de esto ultimo se puede encontrar en Molischewsky (1987).

Se puede comprobar que a medida que aumentamos la velocidad del
semiespacio, 0 que se consideren modelos en & que fuesen aumentando €l
nimero de capas con la profundidad, cada vez con mayor velocidad, las curvas
de dispersion presentan frecuencias de corte cada vez méas baja. Desde el punto
de vista matematico, esto supone la aparicion de nuevos polos en la primera hoja
de Riemann, y que los polos complgos de las hojas inferiores de Riemann
migrarian hacia el ge real de la hoja superior de Riemann (Harvey, 1981), lo que
fisicamente implicariala aparicién de nuevos modos normales sin pérdidas.

Asi en el problema del apartado anterior, Apartado 6.5, donde se considera
un modelo de Tierra de una capa sobre un espacio semi-infinito, la fuente se
encontraba por debajo del Moho, y la velocidad de la capa era inferior a la del
semiespacio. En este caso, todas |las reflexiones son subcriticas, y una solucion a
las ecuaciones integrales de este problema (ecuaciones 6.54.a, b y ¢ con el valor
de los coeficientes que vienen dado por las ecuaciones 6.56.a, b y c), puede
obtenerse como suma de los residuos del integrando, calculado en los polos
complgjos. En su momento se dijo que la ec. 6.58, no podia tener raices reales

con la condicién k»'1 A , condicién que da lugar a ondas homogeéneas que se
propagan indefinidamente hacia el interior del semiespacio, y representan una
fuga de energia desde €l interior de la capa.

En Aki & Richards, 1980, se estudia en el capitulo 7.6., € fendbmeno de
los “Leaky modes” para el medio estratificado més sencillo, una capa liquida
sobre un semiespacio liquido, suponiendo una fuente puntual en la capa que
emite frente de Ondas esféricas de presion, con una dependencia exponencia del
tiempo, no oscilatoria, del tipo:

0 parxa t < R /a
P.™ (t,R) =
B ) %es (R7a =) para t > R /a

Estos autores obtienen el campo de Ondas completo, como una suma de
Modos Normalesy “Leaky modes”.



ApéendiceA:

Sentido Fisico ddl Retraso
del Frente de Senal.

Este concepto que se introdujo con la ecuaciéon 2.14, aungue no es un
concepto muy utilizado, tiene su sentido para sefial es que abarcan un espectro de
frecuencias muy grande (“Broadband”), donde los Conceptos de Retraso de
Grupo y Fase, no tendrian una aplicacién tan clara. (Por gjemplo, un pulso
temporal muy corto, es un g emplo muy claro de sefial con un contenido espectral
de frecuencias muy grande). El concepto de Retraso del frente de Ondas, tiene
unaimportante aplicacion en el campo de lainstrumentacion sismol ogica.

El Retraso del Frente de Sefial, se definia como:

. w
t, = Ilm—q( )
w—ooo W/

Para un Sistema Lineal, cuya funcion de transferencia viene dado por:
H(w) = A(w)e'dW
Suponiendo que € vaor asintético de la funcion q(w), para w >¥,
permite que el limite anterior existay seafinito.
Entonces, se puede demostrar, que siendo h(t), la respuesta temporal del
SistemaLineal, se verifica que:

h(t)=0 parat < ty

Siendo t, = IimM :

W W/

Laprueba de esto, se puede encontrar en Papoulis, A. (1962), pag. 187.
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Aqui sdlo vamos a ver el sentido fisico y las implicaciones practicas que
esto tiene.
De la propiedad de h(t) , enunciada, podemos ver que s una sefia que
comienzaen €l instantet = 0, que matemati camente se expresa como;
f(t)=0 paa t<O0

La Respuesta g(t), que se obtiene por el Sistema, comenzaraent = ty (Ver
Figura A-1).

g(t)=0 paa t<ts

f() Sistema a(t)
h(t)

Figura A.l. Representacion esgquemética de un sistema
lineal. Donde h(t) , representa la funcion de dicho
sistema, f(t) ; la sefia de entrada y g(t); la sefid de
salida

De estaforma, €l Retraso del frente de Sefial es €l retraso del comienzo de
la sefial o del “frente de ondas”, cuando es registrado por un sistema que
consideramos lineal. Ver Figura A-2, serialo que e sistematarda en responder.

Aunque esto pueda parecer extranio, en la aplicacion de filtros con sefides
temporales, se sabe que las frecuencias muy altas, influyen muchisimo en €
comienzo de una sefial.
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f(t)

a(t)

AN A
IERVARVRVAVALS

Figura A.2. Representacion gréfica del término  ty;
retraso del frente de sefial.




Apéndice B.

Angulo Critico en un Modelo
de una Capa Elastica sobre
un Medio Rigido.

El Angulo de Incidencia, del rayo critico en el caso de una Capa Eléstica
sobre un Medio Rigido vendra dado por laLey de Snell;

seni,
a

=0 -> ic = OO

Donde a ; eslavelocidad de las ondas el ésticas en la capa.

Se ha considerado el medio rigido, como aquel medio que no se deforma,
donde una “perturbacion” se transmitiria de una forma instantanea, en virtud de
su rigidez (ideal), 1o cual la velocidad de propagacion seria infinita, lo que nos
lleva a que € angulo critico, es €l rayo normal a la superficie de separaciéon. Asi
pues, para el modelo de capa el éstica sobre un medio rigido, todos los rayos que
inciden en e medio rigido (es decir, con angulos entre O° y p /2), son rayos
supercriticos, en los gue ninguna energia de tipo elastico, escapa hacia el medio
semiinfinito.
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Apéendice C

Aplicacion dela Ecuacion
Eikonal.

Se va a mostrar agqui, a modo de ejemplo, la utilidad de la ecuacion
eikonal de la Teoria de Rayos, con la deduccion de los Frentes de Ondas, para un
medio en e que la velocidad aumenta con la profundidad, caso que es muy
normal en e interior delaTierra

Se supone que lavelocidad v(z) aumenta si aumenta la profundidad, z;
Wz) Ts z7

S partimos de la Ecuacion Eikonal (ec. 4.11), como se ha dicho,
particul arizada para dos dimensiones, tenemos:

(asjz +(asj2 _ 1 (ec. C.1)

X oz vZ(2)

Hemos supuesto por simplicidad quevo = 1

Si calculamos € angulo que forma el rayo (normal a los frentes de ondas,
o bien paraelo a NS), con la direccion Horizontal, ge x, sea el angulo au,
haciendo uso de la definicion de los cosenos directores (ec. 4.18);

0S

cosa, = fx = (ec.C.2)
(&)

A la vista de la ecuacion C.1, como la velocidad sdlo depende de la
profundidad, |a derivada parcia de los frentes de onda (denotados por S), con
respecto a x, debe ser una constante, asi pues,
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Z_S:C , con C; constante
X

entonces, cosa: = Cx(2) (ec. C.3)

Lo cua indica que s se aumenta la profundidad, la velocidad aumenta, y
el coseno aumenta, entonces &l angulo a1 debe disminuir, con lo que los frentes
de onda, se curvarian hacia arriba, ver Figura C.1. El razonamiento seria el
contrario, si disminuimos la velocidad.

Velocidad

Rayos

a) 1 / b)

Frente
de Ondas (S)

Figura C.1. @) Modelo de velocidad en € que ésta
aumenta con la profundidad (2). b) Para este modelo los
Rayos se curvan hacia la superficie de la Tierra (z=0).
Delay & Wallace, 1995.

Esto mismo se podria haber deducido de la Ley de Snell, yaque laley de
Snell, y la Ecuacion Eikonal, estan estrechamente relacionadas entre si. (ver Lay
& Wallace, 1995).



Apéendice D.

Sistemas L ineales. Funciones
propias. Conservacion delas
Frecuencias.

En todo momento, se estén considerando Sstemas Lineales de Parametros
Constantes, o lo que es o mismo, los pardmetros que definen e Sistema Lineal,
son invariantes en € tiempo, 0 por o menos se suponen gue permanecen
précticamente constantes en el periodo de estudio.

La importancia de la Integral de Fourier, en e Andlisis de Sistemas
Lineales, es debida a que las funciones arménicas, €™, se comportan como
“funciones propias” (0 eigenfunciones) para e Sistema Lineal. Definidas estas
funciones propias, como aguellas funciones cuya salida son proporcionales a su
entrada. Siendo el factor de proporcionalidad el llamado “valor propio” (o
eigenvalor), correspondiente a esa eigenfuncion. Definiendo “L“, el Operador
Lineal que transforma una Funcién de Entrada f(t), en otra Funcién de Salida,
9(®).

Mateméticamente podemos expresarlo como;

L{ f(0)} = a(t) (ec. D.1)

En € libro de Papoulis A (1962), pag. 82 y ss, se enuncian las
condiciones necesarias para que el Operador L, se pueda considerar lineal.

Si f(t), es unafuncion propia para €l operador L , se verifica que:
L{f()} = Kf(t) (ec. D.2)

Siendo “K “, el valor propio correspondiente alafuncion propia f(t), para
ese sistema. Recordamos que K, puede ser un nimero real o complejo.
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Si como se ha dicho las funciones exponenciales del tipo €™, se
comportan como funciones propias, para una frecuencia determinada w = wo

(e""), tendriamos un determinado valor “Ko”. Asi pues, si se considera, la
funcion armonica:

f(t) = A(w,)e" (ec. D.3)
Haciendo uso de la ecuacion D.3, obtenemos;
L{ A(w, )€™} = K, Aw,)e" (ec. D.4)

Donde Ko, puede ser de forma general un nimero complegjo, tal que se
puede expresar como:

K, = K(w,)e" " (ec. D.5)

Donde K(wo ) y f (wo ) , son respectivamente la Amplitud y la Fase de Ko ,
en lafrecuenciaw = wo .
En la ecuacion D.4, a extraer el factor A(wo), fuera del operador, hemos

hecho uso de la propiedad de proporcionalidad, que definen a todos |os Sistemas
Lineales.

Luego lafuncion de salida viene dada por las ecuaciones D.4 y D.5;
g(t) = Aw,) @ o) (ec. D.6)

Sabiendo que:
Z(Wo) = K(WO)A(WO)

Luego € resultado es también una funcién armoénica del tiempo, con
la misma frecuencia que la funcién de entrada w = wo , pero en la que se ha
modificado la Amplitud [ en €l factor K(wo) ], y se haintroducido un desfase

[f (wo)].

Como se sabe, toda funcién f(t), bajo ciertas condiciones, no muy
restrictivas (llamadas condiciones de Dirichlet, ver Bath, 1982), puede
expresarse por la conocida Integral de Fourier, es decir, como una suma infinita
de términos funcién de €™ ;

f(t) = % [TFw)edw

Se comprende ahora, la importancia del Andlisis de Fourier, para €
estudio de sistemas considerados lineales.
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Para terminar se puede decir, que si € resultado de la ecuacién D.4, 1o
podemos obtener para cualquier frecuencia, w, tal que se obtiene un par de

funciones K(w) y un f (w) , genéricas, estas serian los espectros de Amplitud y
Fase que definen al SistemalLineal.

Laimportancia del resultado obtenido, reside en que en la mayoria de los
problemas geofisicos se consideran en principio, sistemas lineales (de parametros
constantes), asi e comportamiento de la propia estructura de la Tierra o del
instrumento de medida, sismometro, suelen atribuirse aun sistemalineal.
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Integrales de Contorno
en e Campo Complgo.
Teorema de Cauchy.

Se va a exponer en este apéndice €l resultado de un teorema matemético,
muy conocido, que tiene que ver sobre la resolucion de las integrales de linea en
el campo complgjo, y que es mencionado, en ciertas partes de este trabajo, dado
que es fundamental en la teoria de Ondas Guiadas, como método para resolver
las integrales que aparecen en dichos problemas. Aqui solo se enunciara, ya que
la demostracion del Teorema de Cauchy se puede encontrar en cualquier libro de
Andlisis Matematico, dada su importancia (p.j. De Castro, 1972).

E.1. Teoremade Cauchy: Enunciado.

Sea f(2) , una funcion compleja, definida en e campo de los nimeros
complgjos, si dicha funcion es una funcion analitica en todos los puntos de un
contorno cerrado C, y dentro de dicho contorno f(z), no posee singularidades
esenciales, aungque S pueden existir polos. Se puede considerar la siguiente
igualdad:

[f@dz=2p iZN:Res(ZJ.) (ec. E.1)

Donde;

N
ZReS(ZJ) ; Eslasumadelosresiduos del integrando, f(Z ), en los
j=1

polos (z; con j=1,2,...N), dentro del contorno
cerrado C. La integral estd tomada en sentido
positivo alrededor de C (mas adelante se insistira en
este punto). Légicamente C, es una curva en €l
plano complgo.

148
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Conviene no confundir la coordenada vertical
“Z’, con el numero complejo, “z”, que en la mayoria
de los libros mateméticos, aparece con esta notacion.

Aungque no se va a demostrar este Teorema, se van a discutir varias
cuestiones de este enunciado.

E.2. Funcion Analitica.

Una funcion f(z), se dice analitica, holomorfa o también Ilamada
regular, dentro de unaregion Sdel plano complejo, si se verifica que: lafuncion
sea diferenciable, 0 sea su derivada es Unica, o 1o que eslo mismo, € limite;

£(2) = lim f(z+Az)-1(2)
Az—0 AZ

Tiene un valor Unico independientemente del camino elegido, en
el plano Z. Dicho limite tiene valor Unico si se cumple las
Relaciones de Cauchy-Riemann. (De Castro, 1972). Para las
funciones definidas en e plano complegjo, s existe la primera
derivada, existen todas las de orden superior, 1o que hace que las
funciones llamadas analiticas, en €& plano complgo son
funciones muy regulares y suaves. Y Siempre se pueden
desarrollar en serie de Taylor.

Si seidentificalaparte real eimaginariade z, como:

Z= X+1iy (ec. E.2)
y, f(z), apartir delasfuncionesrealesu(x, y) y v(x, y):
f(z) = u(x,y) +iv(x,y) (ec.E.3)
L as Relaciones de Cauchy-Riemann, son:

au_v (ec. EA4.9)
oX oy
ou oV

—=—— .E4b
oy OX (ec )
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E.4. Polosy Residuos.

Una funcién complga f(z), definida en el campo complego, se dice que
tiene un polo (o también Ilamada singularidad accidental), de orden n, en un
punto z = a, si existe un nimero entero positivo “a”, tal que el siguiente limite;

IZi T(Z -a)"f(2)

tiene valor finito, Unico y distinto de cero. Que llamaremos residuo de la
funcion f(z), en el polodeorden nz = a.

Para una mejor comprension de lo que acabamos de decir,
pongamos €l siguiente ejemplo, sealafuncion

f(2) = U@z- a),

se puede comprobar que tiene un polo de orden unidad o “polo
simple”,enz= a.

Sin embargo, en caso contrario, se dice que f(z), tiene una singularidad
esencial, es decir, cuando no existe un nimero n (nUmero entero positivo), tal
gue se pueda obtener el limite anterior con las propiedades enunciadas

Por g emplo, lafuncion
f(z) = €Y7,

tiene una singularidad de tipo esencial enz = 0.
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Hacemos agui una particularizacion, a aplicar la formula E.1 a las
integrales de los problemas con ondas guiadas; encontraremos en € integrando
funciones del tipo:

P@)

f -
@)= %)

(ec. E.5)

Suponiendo gue dicha funcion posee un polo simple en “a”, de tal forma
que se verifica, que f(a) > ¥ , entonces Q(z) = 0. Y s Illamamos Res(a), a
Residuo de la funcion f(a), en ese polo, por € Teorema de Cauchy, se puede
escribir que:

P(2) .
——=dz = 2piRes(a) ec. E.6
lQ(Z) ( )
Y el Residuo en €l polo a, paran = 1, viene dado por:

Res(a) = IIm(z a) —~ P@)

Q(z)
O lo que es 1o mismo:
__ P(a)
Res(a) = — o)
za (z — a)

y, sabiendo que:

lim Q@) _ i Q@+42) - Q)

za (Z a) Az—0 AZ

Dondesehahechousode z=a+ Azy,queQ(a) = 0

Sabiendo que € limite del cociente incremental, de la ecuacion de arriba,
es laderivada, de tal forma que se obtiene:

P(a)

R =
es(a) = Q@)

(ec. E.7)

Siendo Q’( a), laderivada:

Cdz

Z=a
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E.4. Sentido dela Integracion.

En e enunciado del Teorema de Cauchy, se ha dicho que la integral debe
tomarse en sentido positivo, esto tiene importancia para hacer la integral, e
influye en el signo del resultado. Como norma general, la integral es tomada en
sentido positivo, en € contorno C, cuando se toma el sentido de giro segun se
muestraen laFiguraC.1.

En dichafigura, se ha supuesto que la linea de integracién, esté bordeando
el punto ”a” (que bien podria ser una singularidad esencial,...). El plano
complejo se hadefinido como Plano XY, siendo z = x + iy.

Punto

Figura E.1. Eleccién del sentido positivo, en el camino
de integracion para el contorno cerrado C, definido en €l
campo complego.

E.5. Sentido Fisico delos Polos de la Funcion
Complga.
En los problemas que se estudian en sismologia, y en concreto en este

trabajo, se tiene que los polos son las soluciones de la Ecuacion de Dispersion o
también Ecuacion de Rayleigh, para medios estratificados, a distancias més o
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menos grandes. Dicha ecuacién aparece en e denominador del integrando de las
integrales de linea. Es pues, la existencia de los polos (en € ge real del plano
complejo del nimero de onda, para la hoja de Riemann fisicamente posible?®),
los responsables de las ondas canalizadas o guiadas o superficiales (en la
literatura inglesa “Standing Waves”), como se trata en el Capitulo 6.

E.6 Cortesde Ramificacion. Superficies de
Riemann: Sentido Fisico.

Una de las condiciones impuestas para que una funcion f(z), sea analitica
u holomorfa, y que tiene importantes consecuencias, es aguella en que la funcion
debe ser univaluada, es decir, para cada valor de z (e C), se tenga un Unico valor
de lafuncién, fo. Y €l caso contrario, es que a un mismo punto del plano z, le
corresponden dos 0 més valores distintos de la funcién f(z), por gemplo, sean f;
yfo,confi 1 fo.

Se introduce el concepto de Corte de Ramificacion (en laliteraturainglesa
podemos encontrarlo con el nombre de “branch cut”), y a partir de esté, se
definen las Lineas de Ramificacion (“branch line”), y los Puntos de
Ramificacion (“branch point”), que junto con las llamadas Superficies de
Riemann, nos permitira convertir una funcién no univaluada, en una funcién que
s es univaluada. Vamos a ver que significa cada concepto.

Sevaaexplicar con un gjemplo sencillo, 1o que se acaba de decir, como es
la funcion radical, y su extrapolacion a funciones mas complicadas, es més o
menos directa, pero e método es analogo (En Bath, 1968, pg. 30 y ss. se puede
encontrar varios ejemplos de funciones multival uadas).

Se sabe que un nimero complegjo, z, se puede escribir en su forma polar,
utilizando la expresion de Euler, como;

z = rd9=rcosg + isenq (ec. E.8)

Donde la distancia radial “r”, esta comprendida entre 0 y + ¥ |y el
angulo polar “g”, esta definido en €l plano z, para valores comprendidos entre O

y 2p.

La funcién radica es una funcién que aparecerd en muchos de los
problemas con frentes de ondas esféricos, con € inconveniente de que dicha
funcion no es una funcién univalauada, sea:

2 Més adelante se explicardn €l concepto de Hoja de Riemann.
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f(z)=Nz ; f(z2) eC (ec. E.9)
Y esta ecuacion en forma polar queda como sigue:
f(R, a) = Re? (ec. E.10)

Donde cualquier valor de f(z), queda comprendido para la distancia radial
enel planoentre Oy + ¥,y parael angulo polar a, entre0 y 2p.

Luego la funcion, nos permite transformar un punto del plano z, a otro
punto del plano f(z). Que matematicamente podemos expresar de una forma
simplificada:

f: (r,q) | > (R,a)

Y en funcion de las coordenadas polares de z, la funcion de la ecuacion
E.9,

f(z) = rY2€92 = r¥2(cosq /2 + isenq /2) (ec. E.11)

Se puede comprobar que cada vez que aumenta el angulo polar g, en 2p,
se tiene e mismo valor, en e plano z. Asi pues, parag=go Ygq = (o + 2p,
tenemos el mismo punto:

Z=r,e% =r, g (ec. E.12)

Sin embargo, con estos dos valores que son iguales en z, para la funcion
radical se obtienen (ecuacion E.9), dos valores diferentes de f( z ), sean dichos

valores f1 y f2, que vienen dados mas explicitamente, por:

f1

ro?(cosgo /2 + isenqo /2) (ec. E.13.9)

para g = Qo

f2 = ro2 cos(go /2+p) + isen(co /2+p)] (ec. E.13.b)

paa gq=qo+ 2p
Que como se hadicho antes f1 = f2.
Como se puede ver, mientras que los valores z, se repiten cada vez que €l

angulo polar aumenta en 2p, los valores de la funcion f(Z) se repiten cada p, lo
gue no da lugar a que un punto en €l plano origen tenga un Unico punto en €l
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plano final. De una forma gréfica, se puede decir que lafalta de unicidad est4d en
el hecho de que dos giros completos en el plano Z arededor del punto origen, le
corresponden un unico giro en e plano f(z).

Por tanto, la funcion radical degja de ser univaluada, cada vez que q,
cambiaen 2p, en el plano de origen z.

Siguiendo con el problema que estamos abordando; para la aplicacion del
Teorema de Cauchy (ec. E.1), la falta de unicidad, puede ser soslayada, si se
evita que la curva cerrada C, que se definié como e camino de integracion,
encierre el punto origen, en € plano Z. De esta forma habremos convertido la
funcion en univaluada, dentro de la regiéon de aplicacion del Teorema. Para
hacer esto, se toma lo que llamamos un Corte de Ramificacion (branch cut),
desde el punto origen a infinito y que la curva C, no lo cruce nunca (ver Figura
E.2). Al punto origen z = 0, en este caso, se le llama punto de ramificacion
(branch point), y alas zonas de la curva C (camino de integracion), que bordean,
el corte de ramificacion, se llaman lineas de ramificacion (branch line), véase la
Figura E.2, para més aclaracion. Los cortes de ramificacion se pueden definir en
cualquier direccion, aunque en e gjemplo que abordamos, se ha definido sobre el
gjereal positivo (ge X positivo).

Con € corte de ramificacion definido de la forma de arriba, entonces el
Plano-z, queda dividido en dos regiones. una para angulos polares q (ver ec.
E.8), entre 0 y 2p, y que para nuestro caso concreto, le corresponden los valores
gue se obtendrian en la parte superior del plano complejo de f(z), olo queeslo
mismo, para angulos polares (a) , de la funcion f(z) (ec. E.10), entre 0y p, es
decir, nUmeros complejos con la parte imaginaria positiva. Y otra region definida
para angulos polares g, entre 2p y 4p, gue le corresponden la parte inferior del
plano de f( z ), con angulos a, comprendidos entre p y 2p, es decir, valores de
f(z), con la parte imaginaria negativa.

Cuando €l plano z, esta definido de esta forma, se dice que se ha dividido
en “Hojas de Riemann” para la funcion f(z), en este caso dos hojas. Y se llaman:

a ) Hoja de Riemann Superior, en el plano z, a la comprende angulos
polares para nimeros complgjos z, comprendidosentre; O£ g <2p .

b ) Hoja de Riemann Inferior, en e plano z, a la que le corresponde
numeros complejos z, con angulos polaresentre; 2p < q £4p, en
este caso.
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z=0 4
Punto de \/\ Lineas de cion
Ramificacion Ramificacion -

Figura E.2. Representacion en €l Plano Complejo z, del
camino de integracion C, que no debe cruzar los
[lamados cortes de ramificacion, en este gjemplo, €l
corte de ramificacién esta definido sobre el ge X, para
que la funcion pueda ser considerada univaluada en la
region encerrada por dicha curva.

Se comprende que las dos hojas de Riemann estan unidas entre si, por el
corte de ramificacion (de aqui su nombre), y que permite pasar de la hoja
superior a la inferior, y viceversa, que en nuestro caso es €l propio ge rea
positivo, Figura E.2. Ambas hojas juntas constituyen lo que se Ilama Superficie
de Riemann.

Dejando de lado, lafuncion radical que ha servido de giemplo (ec. E.9), en
general, una superficie de Riemann puede estar formada o “ramificada” por
varias hojas (Hojas de Riemann), las cuales siempre se encuentran unidas por |os
cortes de ramificacion (que pueden ser varios), y son 10s que nos permiten pasar
através de las diferentes hojas.

Todo cuanto se ha dicho aqui, tiene como finalidad, hacer el integrando de
laexpresion E.1, unafuncién analitica (y por ello univaluada), en el contorno de
lacurvacerradaC .

Diremos, que si en e integrando aparece un factor del tipo (z — a)™",
donde m/n no es nimero entero, entonces se puede considerar z = a, como un
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punto de ramificacion y, la Superficie de Riemann esta formada por n hojas de
Riemann. Siguiendo & mismo razonamiento que se ha seguido anteriormente, se
puede demostrar |o que se acaba de decir.

Lo mismo que se habia dicho para los polos, que son los responsables del
origen de las ondas superficiales, la integracion a lo largo de las lineas de
ramificacion. Que en los problemas sismoldgicos que abordamos, dan lugar a
ondas sismicas, gue no todas €ellas son las que predice por la Teoria de Rayos
(Ver Capitulo 6).



Apendice F

Funciones de Bessdl y
Hankel. Expresiones
Asintoticas.

F.1. Introduccion.

En este apartado se va a dar una pequefia introduccion sobre las Funciones
de Bessel y Hankel, no se va agqui a hacer un desarrollo extenso sobre dichas
funciones, que se puede encontrar en cualquier texto de analisis matematico, un
poco avanzado. De forma general, se puede decir, que son funciones un poco
complicadas, que se pueden presentar de una gran variedad de formas,
expresiones integrales, sumatorios, Como una sucesiOn recursiva, etc. Las hay de
varios ordenes, y presentan muchas propiedades interesantes. Normamente las
Funciones de Hankel se expresan en funcion de las de Bessel.

Este tipo de ecuaciones surgen a resolver ciertas ecuaciones diferenciales,
en coordenadas esféricas y cilindricas;, ecuaciones de ondas, del potencia
gravitatorio, del calor, etc. Fueron introducidas por Bessel en 1824, en problemas
de Astronomia Dinamica (Bath, 1968. p. 113).

La representacion grafica de estas funciones, es en general de tipo
oscilatorio, cuya amplitud decrece a medida que aumenta su argumento (Press et
al., 1992).

Se hace aqui hincapié, sobre las formas asintéticas de las Funciones de
Bessal y Hankel, que en los problemas que aqui se abordan son muy Utiles, y que
podemos usar, siempre y cuando se consideren distancias de observacion
relativamente grandes.

F.2. Definicion General de Funciones de Bessel.

La Funcion de Bessel de orden “n”, Jn(X) , Se puede expresar por la
siguiente integral?*;

24 Como se ha dicho antes, la Funcidon de Bessel se puede encontrar de una gran variedad de formas.
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J(X) = plj';p cos(nq — xseng )dq (ec. F.1)

F.3. Expresion Asintética dela Funcion de Bessel.

Si se consideran valores grandes de x (que mateméticamente se puede
expresar por X = ¥ ), en la ecuacion de arriba, laintegral® se puede aproximar,

Ccomo;
2 2n+1
J.(x) = —cos(x— pj (ec. F.2)
\p x| 4

En nuestro caso, si X = kr , es decir, €l producto del nimero de onda por
la distancia horizontal (considerando € problema en coordenadas cilindricas),
dicha aproximacion es vaida, siempre que la distancia entre e punto de
observacion, y la fuente sea mucho mayor que la longitud de onda de la
perturbacion, en cuestion.

Sea x=kr=2pr/l (ec. F.3)
Si seconsidera r >> | , se puede suponer que X > ¥.

Asi pues, considerando x = kr, en la ecuacién F.2, vemos gque es una
funcion oscilatoria con la distancia, pero que se atentia como r Y2 | que se asocia
con el Factor de Atenuacion Geométrica de las Ondas Superficiales.

F.4. Funcidn de Hankel.

También Ilamadas Funciones de Bessel de Tercera Clase. Nos vemos
obligados a introducirlas, dada la importancia que éstas tienen en este trabajo,
pero no vamos a poner complicadas ecuaciones integrales, que se puede
consultar en cualquier libro de andlisis matematico, como ya se ha dicho en la
introduccion de este Apéndice.

Al igua que las Funciones de Bessel, existen de varios ordenes, aunque
trabajaremos con las de orden cero, solamente. También se expondran solo, sus

2 Egta aproximacion se puede obtener por aplicacion del Principio de Fase Estacionaria, que se vio en €
Capitulo 2, de este trabgjo.
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expresiones generales, su expresion en funcion de las Funciones de Bessd,
algunas propiedades interesantes y por Ultimo, su expresion asintética que es
muy utilizada.

Las funciones de Henkel para las ondas cilindricas juegan € mismo papel
que lafuncién armonica €, paralas ondas planas.

Sea HoW(x) y Ho@(x) ; la Funcién de Hankel de Primeray Segunda Clase
respectivamente de Orden Cero.

L as expresiones generales, vienen dadas por:

H® (x) = —%i [ ;W_l dy (ec. F.4.3)
HE =2 [ \/3%1 dy (ec. F.4.b)
Se verificaque:
J,(X) = %[H O(x)+HP )] (ec. E.5)
Y que:
HoD(x) = Ho®@(X) (ec. F.6)

Diremos que estas propiedades son muy importantes, ya que permiten
poner la Funcion de Bessel en funcion de la Hankel, y viceversa, para poder
cambiar ciertos limites de integracion.

De las expresiones generales de la Funcion de Hankel (ec. F.4.ay b), y de
las propiedades de arriba (ec. F.5 y F.6), se pueden obtener |a siguiente expresion
parala Funcion de Bessel:

J,(x) = Real H{"(x) =Er sen(xy)dy (ec. F.7)

Pt y?-1

Donde por “Real”, entendemos la parte real de la expresion compleja.

Muy importantes son las expresiones asintoticas, para grandes valores de
“X”, y siguiendo los mismos razonamientos que para la Funcion de Bessdl, se
obtiene:



Apéndice F 161

1

H lgl) (X) = (sz ei(x—%—n%) (ec. F.8.9)
p x|
1
H r22) (X) = (LJZ e—i(x—%—n%) (ec. F.8.b)
p x|

Donde “n”, es el orden de la Funcion de Hankel. Estas expresiones
aproximadas son validas para grandes valores de “x”.
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M étodo del Punto de Silla.

G.1. Introduccion.

Este método debido a Debye, supone un Método?® para evaluar de forma
aproximada las integrales, en el campo complego. Este método esta intimamente
relacionado con el Método de Fase Estacionaria, como luego se vera.

La aproximacion que resulta de este método, son las ondas que
obtendriamos por |a Teoria de la Optica Geométrica.

No se va hacer aqui, una tediosa demostracion, s no que tan solo se
enunciara el Teoremay se darén algunos interesantes comentarios, para su mejor
comprension, extrayendo consecuencias fisicas y, en concreto aplicandolas a los
problemas que se tratan en este trabgo.

G.2. Enunciado.

Consideremos la siguiente aproximacion, para la siguiente integral:

owe V=g @) [P (ec. G.1)

zeC

Para grandes valores de “t”, reales y positivos. La funcion f(z) debe ser
analitica, también debe existir, la segunda derivada de tal funcién, f “( zo), que
searea y negativa en €l punto zo. El punto del plano complejo “z0”, es llamado

% Conocido también como Método de Paso. Y en laliteratura inglesa, se puede encontrar con diferentes
nombres, tales como; “Saddle Point Method” o “Method of Seepest Descent”.
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Punto de Slla. Y por C, se ha denotado, €l camino de integracién en e campo
complegjo, que Nno tiene porque ser una curva cerrada.

G.3. Comentarios.

Se debe decir, quecomo z y f(z) , estan definidos en el campo complegjo,
se puede escribir, separando la parte real de laimaginaria;

zZ = xX+1iy (ec. G.2.9)
Y, f(z) = u(x,y) +iv(xy) (ec. G.2.b)
El integrando de la ecuacion G.1, se puede poner como:
9(2)é"@ = g(z)evev (ec. G.3)

Se quiere estudiar en que zonas del campo complego influyen con mas
fuerza en € integrando, que permitan tomar como valida, la aproximacion de la
ecuacion G.1. Asi pues, se pretende que € integrando tome valores grandes, que
en principio, sera cuando u, también tome valores grandes, o dicho de otro modo,
se hade elegir, siempre que sea posible, un camino de integracion, donde se de e
hecho de que u concentre los valores més atos, en e segmento mas corto
posible. Es decir, el camino de maxima pendiente, de la curva de integracion
C, que es como también es conocido este Método, (como ya se dijo a principio,
Método de Méaxima Pendiente), de tal forma que el resto del camino pueda ser
despreciado, ala hora de una evaluacion aproximada de laintegral.

Si se considera la funcion u, como una superficie tridimensional que se
eleva sobre & plano z, funcién de las coordenadas x e y. Ver Figura G.1. El
camino de integracion, debe evitar las colinas, tal que el camino de maxima
pendiente permita pasar de una zona de valle, a otra zona de valle, cruzando la
zona de cresta en su punto mas bgjo, que es € llamado punto de silla, sea zo,
evitando las colinas, como se puede ver en la Figura G.1. En € punto de silla
alternan cuatro sectores dos valles y dos de colinas.

Para aplicar este método se debe tener en cuenta:
A) Eleccion del Punto de Silla.

Siendo el punto de silla, zo, un punto estacionario (ver FiguraG.1), parala
funcion u(x, y), condicién que se expresa matematicamente, porque €l diferencial
delafuncion u esigual acero, en e punto de silla, y de unaforma mas explicita,
se puede poner como:
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du:@dxjt&—udyzo (ec. G.5)
OX oy

u(x, y)

Punto de Silla Colina

Camino de Mé&xima

Figura G.1. Representacion Gréafica de la Superficie-u ,
€l Plano-z (cuyas coordenadas son x e y), seriael plano
horizontal de este espacio tridimensional. Se ha querido
de una forma aproximada, representar cua seria la
posicién del Punto de Sillay e Camino de Maxima
Pendiente. Como se puede observar, la forma de dicha
superficie recuerda un Silla de Montar, de hay su
nombre.

O lo que eslo mismo:

u_ 0 (ec. G.6.9)
OX
A _p (ec. G.6.b)
oy

En e punto zo , paracualquier valor delos elementosdx y dy .
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Como se haimpuesto que f(z), sea andlitica, entonces las funcionesu y v
(ec. G.2.b), cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann, que ya se introdujeron
en el ApéndiceE:

ou 0o
0 oV

gue hace que también se verifiqgue que dv = 0, o lo que es o mismo:
que df =0, esdecir:

f'(z) =0

Es decir, los puntos de silla son ceros de la funcién f (z) , condicion
gue sirve para encontrar dichos puntos.

Mateméticamente se puede demostrar que en € punto de silla, el camino
de maxima pendiente y, otro que fuese perpendicular a éste, tienen curvaturas
iguales y de signo opuesto, en la Figura G.1, se puede ver el cambio de signo de
una forma gréfica. Esto que se acaba de decir, es muy importante, a la hora de
definir el punto de silla.

B ) Eleccién del camino de maxima pendiente.

Se sabe, que € gradiente de una funcion u(x, y), daria la direccién de
mMaximo aumento, y que corta perpendicularmente a curvas gue unen puntos de
igual valor de dicha funcion, es decir, u = const. La expresion del vector
gradiente se escribe en funcién de las derivadas parciales de lafuncién u, como:

VU= (a—”,ﬁ—“J (ec. G.8)
oxX oy

Considérese ahora, un elemento de camino ds= (dx, dy) , en ladireccion
del gradiente, entonces se que verifica que:

dx  dy
oulox ouloy

(ec. G.9)
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Esta Ultima ecuacion no es més que una condicién de geometria elemental,
de paralelismo entre vectores.

Haciendo nuevamente uso de las Ecuaciones de Cauchy-Riemann (ec.
G.7.ay b), se puede escribir la ecuacion G.9, como una funcion de v, de la
siguiente manera:

& ___ % (ec. G.10)
ov/ oy ov/ ox
Que operando permite obtener;
@dx+@dy:0 (ec. G.11)
OX oy

El primer miembro de esta ecuacion que se acaba de poner, se identifica
con €l diferencia dev, quellevade unaforma directa, a que:

dv=10

Permite concluir, que para e camino de maxima pendiente, se verifica
gue la parte imaginaria, v, de lafuncién f(z), permanece constante, v(X,y) = const.

En el transcurso de esta demostracion, se puede ver, que para una funcién
analitica, lascurvas v = const. y u= const., son ortogonales entre si.

También en cuanto a camino de integracion, diremos gue para aplicar este
método, se supone que € contorno de integracion, en la ecuacion G.1, se puede
modificar hastallevarlo a camino de maxima pendiente, sin alterar notablemente
el valor de laintegral. En la mayoria de las ecuaciones el contorno de integracion
original, suele ser el gje real, que tiene que ser deformado a camino de maxima
pendiente, por arcos de curvas que apenan contribuyan, y las mayores
contribuciones estén en & punto de silla.

En ocasiones se ha de modificar la linea de maxima pendiente, para evitar
cortes de ramificacion, polos, etc. En Aki & Richards, 1980, en su Capitulo 6, se
puede encontrar interesantes jempl os de esto que se ha dicho.

Continuando con las ideas generales sobre este método, que aqui nos
estamos limitando a dar, diremos que esencialmente se basa en desarrollar en
serie € factor exponencia del integrando de la ecuacion G.1, en un entorno del
punto de silla, z = zo. Es decir, en el maximo valor en ladireccion del camino de
maxima pendiente (ver Figura G.1), de aqui se deduce, que la segunda derivada
sea hegativa como se dijo en el enunciado del Teorema [ f’(z0) < 0], reteniendo
solo los términos cuyo mayor orden sea cuadréticos y haciendo uso de la
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ecuacion G.4, considerando siempre gue solo una pequefia porcion del camino de
integracion, contribuye significativamente al valor de laintegral.

Para concluir, decir que desde una interpretacion fisica del problema, la
funcion v (ec. G.1), debe permanecer constante a lo largo del camino de
integracion, para poder llevar acabo la aproximacion de la ecuacion G.1, lo que
supone gue la fase del integrando debe permanecer estacionaria (como se habia
demostrado). Esto nos recuerda que el Método de Fase Estacionaria (Apartado
2.5.5), que aunque fue descubierto primero, no es mas que una modificacion del
Método de Maxima Pendiente, Bath (1968). Para € Método de Fase
Estacionaria, €l camino de integracion posee una direccién diferente, lalinea de
integracion pasa a 45° de la de maxima pendiente, verificandose en esta ocasion
gue u = const. , pero que también pasa por un punto de silla (como en e Método
de Maxima Pendiente). Donde f’(zo) = 0 , o lo que es lo mismo tanto las
funciones u y v, son estacionarias (en un entorno de dicho punto, al menos
hasta primer orden), como se ha comentado mas arriba, con cierto detalle.

En los problemas sismol 6gicos que se abordan, el punto de silla, es donde
la perturbacion el astica presenta mayor Energiao Amplitud. (Apartado 6.4.4).

G.4 Método de Laplace.

Es una variante del Méodo anterior, o dicho de otra forma, una
particularizacion, suponiendo que la integracion puede llevarse acabo
enteramente en el ge real. Definiendo laintegral de laec. G.1, para los nimeros
reales. Suponiendo que f'(x) existe, y que f(x) , tiene un Unico méximo en €l gje
real, sea X = a. Laaproximacién queda de la siguiente forma:

o i
[Ta00e P ax=ga)g"® | . ”(";) (ec. G.12)

Deta formaque:

f@=0 y f'@<0

Y que g(Xx) , es continua, por o menos en un entorno del punto “a“.
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Ecuacion de Ondas para los
Desplazamientos Transver sales.

Sea y (X, z t); e Potencia Vector?’, que permite obtener la componente
horizontal de los Desplazamientos de las Ondas de Cizalla, u Ondas S asi se
puede escribir;

y(X,zt) = (y1(xzt), 0, ya(xzt)) (ec. H.2)
Deta formaque:
u(x,z,t) = N" vy (ec. H.2)
De estaformaél vector u, sdlo tendra componente horizontal:
u(x,z,t)=(0,un(xzt),0) (ec. H.3)
Por este motivo, se puede considerar el resultado del rotacional de la

ecuacion H.2, “como” si fuese un escalar.
Considérese la siguiente funcion vector:

yo(X,zt) = (You(Xzt), 0, yo3(Xzt))

como el potencial vector que representa una determina fuente de ondas
eldsticas de cizalla. Detal forma que:

fon(x,z,t) = N yo (ec. H.4)

Por el mismo razonamiento que antes, se puede considerar €l resultado del
rotacional de laecuacion H.4, “como” un escalar.

Como sabemos, dicho potencial vector (y), verifica la ecuacion de ondas
(Teorema de Helmholtz):

27 En funcién de la coordenada horizontal x, delavertical z y delacoordenadatemporal t.

168
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_ 10y Y,
V¥ = R ; (ec. H.5)

Dondeb yr ; sonlavelocidad de las Ondas S vy, la densidad del medio
donde se transmiten dichas ondas, respectivamente.

Si en la dltima ecuacion se aplica a ambos lados, €l operador rotacional, y
operando, se obtiene:

1 aZ(ny)+nyo

VAV )= s : (ec. H.6)

Que haciendo uso de las expresionesH.2 , H.3 e H.4, se obtiene:

Vi, = 1 2,
H

= b2 ?4' fOH (eC H?)

En & Apartado 6.5, se considera una fuente puntual e ideal de Ondas SH,
con una dependencia armonica del tiempo.

fo = (0,fn,0) (ec. H.8)

Donde fon , s funcién de las coordenadas espacialesx e z y € tiempo t,
viene dada por:
fon(x,t) = Bodpr b 2d(x) d(z-h)e'™! (ec. H.9)

Se ha supuesto que la fuente se encuentra a una profundidad h. Bo ; no es
mas gque una mera constante. Y d(x) ; eslaconocida Funcion Delta de Dirac.

Luego la solucién para la Ecuacion de Ondas (ec. H.7), con €l modelo de
fuente expuesta en la ecuacion H.9, viene dado por:

U, (Rt) = %e‘i"‘bR‘W” (ec. H.10)

Donde:
R; Esladistanciaradial, quevienedadapor R=x*+(z-h)* .
w Yy kb ; son la frecuencia angular y € nimero de ondas, como

sabemos rel acionados por:
ko=w/b .
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